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A m i ~  padres 
El principio de superposici6n tiempo-temperatura (PSTT) y la determinaci6n e in- 
terconversi6n de los espectros de relajacibn y retaxdo son concept08 fundamentales en el 
estudio del comportamiento mechico de los polimeros axnorfos. 
En eete trabajo se analiza, en primer lugar, la superposicicjn tiempo-temperatura a 
partir de las propidades matemhticas que debe satisfaax una familia de c u r m  relacio- 
nadas por una traslacibn. Considerando experiencias mednicas tipicas de la literature 
de polimros se establece, por un lado, que la8 condiciones de traslaci6n no se verifican, 
dialando una inconsistencia en el PSTT. Por otro lado, si bien el empalme grlifico de 
las curvas medidas a las diferentes temperaturas no satisface una superposici6n rigurosa, 
las curvaa individuales pueden ajustarse para formar una Useudo-curva maeetran. Esta 
curva maestra, totalmente artificiosa, se reproduce mediante el procedimiento de un tinico 
tiempo de relajblcMn, basado en el mdelo fenomenol6gico del dlido aneliistico elemental 
(SAE) con un tiempo caracteristico variable. Este procedimiento pennite establecer que, 
en general, para empalmar una curva medida a una dada temperatura con otra curva 
elegida como referencia, no puede definirse un tinico paso de traslacidn sino que se debe 
considerar un "paso de traslaci6n promedion tal como se hace al superponer las curvas 
griificmente. 
La intergretaci6n fisica del comportmiento viscoelbtico se dificulta no 8610 por la dis- 
crepancia que surge al superponer curvas que no satisfacen las condiciones de traslaci6n 
sino ademcis, por la infor'maci6n incompleta que proporciona la representacicjn doble-log 
empleada normalmente. En efecto, en este trabajo se detalla no h lo  la distorsi6n de 
10s gr&cos doble-logaritmicos de lw diferentes propiedades mdnicas  sino tambih 1as 
alteracionea en 10s espectros deterrninados a partir de estos grkficos. Luego, como repre- 
sentacib alternativa se''propone trabajar con las funciones viscoelbticas normdizadu. 
Estas funciones enfatizan las diferencias en el empalme de las curvas medidas a diferen- 
tes temperaturas asi como la dependencia con la temperatura de 10s m6dulos limites, 
puntualizando otra inconsistencia del PSTT. 
Tambih, se estudia la interrelaci6n de la8 funcionea de distribuci6n normalizadas de- 
mostrando que en las f6rmulw de interconversi6n se puede separar la dependencia de 10s 
parhetros estadisticos de aquella wociada a la respuesta mdn ica  maeroscApica (deter- 
minada por la intensidad de relajaci6n A). En particular se consideran las conversiones 
de 10s espectros rectangular, trapezoidal y lognormal que, para 10s valores de A tipicos 
de una curva mwstra resultan prkticamente iguales a una delta de Dirac, independien- 
temente de la forma del espectm a convertir. Esta aparente ambigiiedad en la converei6n 
de 1- e8pa:troe daapanm si se calcuirur los espectros e intensidades de relajacih de lw 
cur- individuaka. Eftivswnente, a t e  resultado se ejemplifica determinando l a  valorea 
limitas y lae funcianew de dirtribuci6n aaociadae a algunae curvae individuales de ensayos 
didmica en poU-isobutileno, que acr: conaignan cn la literaturar. 
F i n h t e ,  ae llega a la condusi6n de que el comportdento viscoel&sfico de los poli- 
m s  rrt debe dderminar a partir de las curvaa individualee sin considerat oxtrapolaciones 
que, f i n h t e ,  conducen a modelm que no repmentan a la estructura molecular. 
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El estudio de 10s materiales polimhricm comeiiit6 drededor de 1920 cuando se desarroll6 la 
"hip<itesis macromolecular" [1,2] para dar una primera interpretaci6n de la estructura de 
estos materiales cuyas propiedades fisico-quirnicas se diferenciaban sustancidmente de las 
de los materiales tradicionales (metales y aleaciones, vidrio, madera, etc.). Sin embargo, 
fue a partir de la Segunda Guerra Mundial cuando comenz6 el vertiginoso desarrollo de 10s 
polimeros, que hoy se manifiesta en Breas tecnolcigicas muy diversas a trav& de productos 
como neumAticos, pinturas, botellas, dispositivos de aislaci6n tQmica y elkctrica, envases 
para aliment-, caiierias, telas, etc. 
La seleccibn de los polimeros para cada aplicaci6n depende de propiedades bpticas, 
elhctricas y quimicas, entre otraa. En efecto, la transparencia y el color, por ejemplo, 
son important- en el diseiio de artefact- de iluminacicin, la resistividad y la constante 
dielectrics determinan si un polimero puede actuar como aislante, y la permeabilidad a 
los gases y la toxicidad son esenciales para el diseiio de envases. Como complemento 
de cualquiera de a t a s  caracteristicas tambib deben considerarse propiedades mechi- 
CM corn el m6dulo de elasticidad, la tensi6n y la deformaci6n a rotura, la respuesta a 
ensayos de impacto, dureza y fatiga, entre otras. Estas propiedades, que describen el 
comportamiento mecBnico del material, constituyen una representacicin macrosdpica de 
la estructura molecular de cada polimero. Por lo tanto, una adecuada interpretaci6n de 
la respuesta &ca del siatema proporciona una descripci6n de 10s micromecanismos 
que actiian en la evoluci6n mechica del rnismo. A su vez, conociendo la influencia de las 
diferentes configuraciones estructurales se pueden modificar laa caracteristicas mednicas 
con forme a 10s requerimientos tecnol6gicos. 
Ahora bien, para analizar las propiedades mednicas de 10s polimeros son necesarios 
ciertos conocimientos bbicos sobre viscoelasticidad, 10s cuales serBn introducidos en la 
primera secci6n de este capitulo. Ademils, la relaci6n entre el comportamiento mecBnico 
y 10s micromecanismos que evolucionan en el material puede expresarse en tirminos de 
una funci6n de distribucibn, cuya definici6n y principales caracteristicas se describen en 
la segunda secci6n. Finalmente, la tercera secci6n se refiere a un concept0 ampliamente 
utilizado en la literatura de polimeros: la superposici6n tiempo-temperatura. 
I. 1 Conceptos de viscoelast icidad 
En esta secci6n se deecribiriin, en primer lugar, 10s distintos wmportamientos mednicos 
observados en 10s' material-. Luego, se detallarh las propiedades que caracterizan tanto 
a 10s ensayos cuasiestiticoe como a 10s dinihicos [3]-[7]. 
1.1.1 Comportamiento mecinico de 10s materiales 
La descripci61-1 mechica de un dado material se establece a partir de ciertas caracteristicas 
de su respuesta frente a diveraas solicitaciones m&icas. Para ilustrar estas caracteris- 
ticas se conaidera como ejernplo un material elbtico ideal en el cual la relaci6n entre la 
tensi6n u y la deformaci6n e viene dada por 
u = E e  (1.1) 
- 
o bien 
& = D o  (1.2) 
siendo E = 1/D. La constante E es el mddulo de elasticidad o simplemente mddulo, y 
D es la aduptabdidad'. Cabe seiialar que estas expresiones valen s6lo para un modo de 
deformaci6n simple tal como una tensi6n uniaxial ya que, en caso contrario, la ec. 1.1 se 
convierte en un sistema de ecuaciones lineales que relaciona cada componente del tensor 
de tensiones con todas las componentes del tensor de deformaciones, ambos de segundo 
orden. La ec. 1.1 es suficiente, sin embargo, para analizar las caracteristicas de un material 
elhtico ideal. En efecto, esta ecuaci6n establece: 
que hay una relaci6n biunivoca entre tensi6n y deformaci6n o, de manera equiva- 
lente, que a1 quitar la tensidn aplicada, la recuperacibn es completa e instanthea. 
que ante una tensi6n aplicada, la deformaci6n aparece instantineamente. 
r que la reapuesta es lineal ya que la ecuaci6n tensi6n-deformaci6n es lineal en u, e y, 
eventualmente, en sus derivadas respecto del tiempo. 
Es decir que un proceso elristico ideal se caracteriza por ser recuperable, instantkeo y 
lineal. Ahora bien, seglin Sean vhlidas o no, a tas  condiciones pueden describir varios 
comportamientoe mdnicoe tal como se indica en la Tabla 1.1.1. 
'En ingl6r: compliance. 
Tabla 1.1: Diferentes comportamientos mechicos asociados a las propiedades de la rela- 
I 
cidn t ensidn-deformacidn . I I 
I 
.. ! I 
De esta manera, si al remover la tensi6n aplicada el material adquiere una deformaci6n 
COMPORTAMIENTO MECANICO 
ELASTIC0 IDEAL 
ELASTIC0 NO LINEAL 
PLASTIC0 LINEAL 
PLASTIC0 NO LINEAL 
ANELASTICO 
VISCOELASTICO LINEAL 
VISCOELASTICO NO LINEAL 
remanente, se habla de un comportamiento plbtico mientras que si no queda deformacibn 
alguna, se trata de un proceso elbstico. Ademb, segtin la relacicin tensicin-deforrnacicin, 
estos procesos pueden ser lineales o no lineales. Asimismo, la respuesta del sistema puede 
no ser instanthea tal como se indica en 10s tres tiltimos comportamientos de la Tabla I. 1 .l. 
En estos cams, la variable macrosdpica que se considera (tensicin, deformacicin, etc.) 
refleja la evoluci6n de una o mlis variables internas del sistema hacia un nuevo estado 
de equilibrio. Esta evolucicin del sistema termodiniimico, denominada relajacihn, estB 
asociada a proceaos cinhticos que determinan la dependencia temporal de la relacicin 
tensi6n-deformacihn. En particular, si al cab0 de cierto tiempo de haber removido la 
tensi6n aplicada el material evoluciona hasta una deformacicin nula , es decir, vuelve a1 
estado inicial, se dice que el material es anel&tico. En cambio, si la evolucicin conduce a 
un nuevo valor de equilibrio, se trata del comportamiento mednico viscoelistico 2. 
CARACTERISTICAS 
1.1.2 Propiedades mecAnicas 
















Un ensayo en el cual se aplica instantheamente una tensicin o una deformaci6n que se 








mantiene constante en el tiempo se denomina ensayo cuasiestiitico. Estos ensayoa se 
utilizan para obtener informaci6n sobre el comportamiento mechico de 10s materiales a 
lo largo de varioa cirdenes de magnitud en la escala de tiempo. En particular, si la tensicin 
2Laa r-pucetas mechicas descriptas anteriormente eon casoe particular- del comportamiento 
se fija en un valor a, y se observa la evoluci6n de la deformacidn en el tiempo, e(t), se 
trata de una experiencia de termofluencia 3. Si el material es lineal, el cociente r(t)/ao 
es independiente de a, y se denomina adaptabilidad de termohencia. Para un ensayo de 
tensi6n uniaxial se define la adaptabilidad tensil 
mientras que si a, es un esfuerzo de corte, entonces se emplea la adaptabilidad de corte 
J(t)* 
La evoluci6n temporal de la adaptabilidad de un polimero depende de la presencia de 
enlaces entrecruzados' que formen una red en la estructura molecular. En efecto, si se 
aplica una tensi6n de corte a, que se remueve a1 cabo de un tiempo tl, la evoluci6n de 
un sdlido viecoelbtico (con enlaces entrecruzadm) y la de un liquido viscoelbtico (que 
no forma una red molecular) s e r h  diferentes, tal como se observa en la Fig. 1.1. En 
ambos cams se observa, en primer lugar, una respuesta elbtica instanthea que queda 
garantizada por la adaptabilidad instantlinea o no relajada J,. Luego el valor de J co- 
mienza a aumentar alcanzando, en un d i d o  viscoelaistico, un valor de equilibrio J, ya que 
hay entrelazamientos moleculares que evitan que el sistema fluya. Si eso no ocurre, ante 
una tensidn constante la velocidad de deformaci6n se aproxima a un valor limite, esto es, 
a una situacidn de flujo estacionario, y el sistema fluye s e g h  su viscosidad newtoniana 
vo. Luego, la adaptabilidad del sistema suele pensarse como suma de una contribucibn 
que alcanza su nivel estacionario J ~ O )  mL la componente viscosa t/r).. De esta forms, al 
quitar la tensi6n aplicada, la deformaci6n del dlido viscoelaistico se recupera completa- 
mente (comportamiento anelbtico), mientras que el liquido viscoeliistico s610 recupera la 
porcidn anelbtica representada por JP) pero conserva la deformacidn adquirida debido a 
su carlicter viscoso. Por lo tanto, en general la adaptabilidad de un material viscoelbtico 
puede expresarse como 
t 
J(t) = J# + (J~o) - J,) S(t) + - 
'lo 
donde J:) = Je y 'lo + m para un sdlido visealbtico con enlaccs entreauzados. La 
funci6n $(t), definida para t 2 0, es la funcih de adaptabilidad normalizada, mon6tona 
creciente y tal que $(0) = 0 y $(oo) = 1. De esta manera, el primer t h i n o  de la ec. 1.4 
da la contribucidn elbtica, el segundo, la componente anelhtica y el liltimo, la evolucidn 
viscosa de la adaptabilidad de un medio viscoelaistico lineal. 
Otro ensayo cuasiestlitico que puede realizarse en un material viscoelAstico es el de 
relajacio'n de tensiones. Dicho ensayo consiste en imponer instantineamente una defor- 
maci6n e0 y medir la tensidn aplicada en funcidn del tiempo, a(t). Si el medio es lineal, 
9En in&&: creep. 
'En in&&: cnnu-links. 
Figura 1.1: Esquema de la adaptabilidad cuando se aplica una tensidn constante G, desde 
t = 0 hasta t l .  La, curva (a) corresponde a un sdlido viscoel&tico, es decir, a un polimero 
con entrecruzamientos; la curva (6) muestra la evoluci6n para un liquid0 viscoeltistico. 
el cociente a( t ) / e ,  es representative de la evoluci6n del sistema pues no depende de e,. 
Si se aplica una tensicin uniaxial, dicho cociente se define como el mddulo de relajacidn 
tensil E(t)  mientras que si la tensi6n es de corte, se trata del mddulo de relajacidn de 
corte G(t) .  
La Fig. 1.2 muestra esquemiticamente la dependencia temporal del m6dulo E, mnsi- 
derado como ejemplo. Dicho m6dulo manifiesta una respuesta eltistica instantinea dada 
por Eg y la evoluci6n posterior hacia un valor de equilibrio Ee < En. Entonces, el m6dulo 
de relajacidn puede expresarse como 
donde ~ ( t )  es la funci6n normalizada de relajaci6n que vale uno para t  = 0 y tiende a 
cero cuando t -+ oo. Anilogamente, la relajaci6n del m6dulo de corte puede describirse 
por: 
G ( t )  = Ge + (Gg - Ge) ~ ( t )  (1.6) 
Si el material ea anelbtico, esto es, si existe una relaci6n biunivoca de equilibrio tensi6n- 
Figura 1.2: Esquema de la dependencia del mddulo de Young con el tiempo, en un ensayo 
de relajacidn de tensiones en un material viscoelBstico. 
deformsei6n, entonces el m6dulo de equilibrio es el inverso de la adaptabilidad de equilibrio 
y lo mismo ocurre con 10s valores ins tanthm,  es decir, 
Luego, para caracterizar la evolucicjn cuasiesttitica del material es conveniente introducir 
la cantidad adimensional A denominada intensidad de relajacidn relativa, dada por 
siendo 6J = Je - Jg y 6G = Gg - Ge las variaciones netas de la adaptabilidad y del 
m6dulo del material viscoelktico, respectivamente. 
Ensayos dindmicos 
Para obtener informaci6n sobre el comportamiento del material a tiempos cortos se em- 
p lan  10s ensayos dinAmicos. Estos ensayos consisten en aplicar una exdtaci6n (tensi6n o 
deformaci6n) peri6dica y medir la respuesta del sistema en funci6n de la frecuencia de la 
excitaci6n. De esta manera, si se aplica una tensi6n perihdica, que en notaci6n compleja 
se indica 
u = u o e  iwt (1.10) 
siendo o,, la amplitud de la tensi6n y w su frecuencia angular5, el sistema responderti con 
una deformacidn 
e = e o e  w - 9 )  (I. 11) 
= 2nf ,  donde f ts la frecuencia de vibracibn. 
donde e, es la amplitud de deformacicin y q5 es la faae que retrasa a la deformacicin respecto 
a la tensicin, como se ilustra en la Fig. 1.3. En particular, si el material es elhtico 4 = 0, 
mientras que para un medio viscoso 4 = r/2. 
Figura 1.3: Comparacidn de las curvas de tensicin a y deformacidn e en funcidn del tiempo, 
para un ensayo dinimico en un material viscoelbtico. El desfasaje 4 manifiesta el retraso 
de la deformscidn con respedo a la tensicin aplicada. 
- +;la -%;is 
Ahora bien, si el medio ea lineal, el cociente &/a se iIdine Lorn6 a a apta r r a 
dintimica independiente de 6, seg\in 
donde IJI = eo/ao es el mcidulo de J*. Como en general 4 # 0, entonces J* puede 
desdoblarse en una componente en fase con la tensicin y otra en oposicicin de faae segJn 
con 
J1(w) = R(J*)  = IJl cos 4(w) 
4 
La parte real J' se denomina adaptabilidad de almacenamiento (asociada a la energia 
elbtica almacenada en el material) y la parte imaginaria J", adaptabilidad de pkrdida (re- 
lacionada con la energia disipada por ciclo debido al carkter viscoso del medio). AdemL, 
a partir de las ecs. 1.14 y 1.15 se puede definir la tangente de pdrdida 
(I. 16) 
tambiCn denorninada friccidn intema, que es proportional a1 cociente entre la energia 
disipada y la, mhima energia almacenada por el sistema, por ciclo. 
De manera andoga se puede aplicar una deformaci6n peri6dica y medir como respuesta 
una tensi6n desfasada en 4 respecto a la deformaci6n. Entoncee, se define el mddulo 
dindmico 
a qW) = - = e'4(w) 
e 
que puede descomponerse en sus partea real e imaginaria, s e d n  
(I. 17) 
siendo G' el mddulo de almacenamiento y GN el mddulo de pdndida. Adernris, comparando 
las ecs. 1.12 y 1.17 resulta 
G'(w) = [J'(w)]" (1.19) 
y por lo tanto, la tangente de grdida puede escribirse como 
Cabe observar que si bien J8(w) y G'(w) son magnitudes reciprocas, Jt no es la inversa 
de G' ni J" es la inversa de Gu. 
I. 1.3 Modelos fenomenoldgicos 
Como se ha visto en el parigrafo anterior, la respuesta de un material viscoelLtico lineal 
no se ajusta ni a la de un medio elhtico ni a la de un fluido viscoso sin0 que se trata 
de una combinaci6n de ambos comportamientos. Luego, aai como un proceso elbtico 
puede ejemplificarse a travds de un resorte de m6dulo de Young E (o m6dulo de corte 
G), y un medio viscoso a partir de un amortiguador con un fluido de viscosidad q ,  para 
describir el comportamiento viscoelbtico puede emplearse un modelo que combine resortes 
y amortiguadores. 
Las dos combinaciones mis sencillas son las de Maxwell y Voigt, ilustradas en la 
Fig. 1.4, donde un resorte y un amortiguador se disponen en serie y en paralelo, respec- 
tivamente. Estaa configuraciones, sin embargo, no cumplen con 10s requerimientos de un 
proceso viscoelbtico. En efecto, el elemento de Maxwell sometido a una tensi6n cons- 
tante a, manifiesta una deformaci6n elhtica instantiha y luego fluye con una velocidad 
de deformaci6n dada por q;  de esta manera, la configuracibn serie no permite deacribir el 
caso general de un material que alcanza una deformaci6n final de equilibrio. Por su parte, 
el elemento de Voigt no puede emplearse, por ejemplo, para describir un ensayo de rela- 
jaci6n de tensiones ya que, para lograr una deformaci6n instantinea se debe aplicar una 
tensi6n infinita a1 elemento viscoso. En consecuencia, para describir el comportamiento 
viscoeldstico, el modelo mecinico m h  simple es el de cuatro parhetros representado en 
la Fig. 1.5 (a). Se trata de la combinaci6n de un elemento de Voigt y uno de Maxwell con 
Figura 1.4: Model- mechiws: (a) de MaxwelJ y (b) de Voigt . 
el que puede darse una primera caracterizaci6n de la evoluci6n mecdnica de un polimero. 
Para el caso particular de un material con enlaces entrecruzados, que no fluye sino que se 
wmporta como un dlido viscoelltico, la viswsidad f7, tiende a infinito; de esta manera el 
modelo se reduce a uno de tres pardmetros denominado sdlido anelistico elemental (SAE) 
que se representa en la Fig. 1.5 (b). 
Figura 1.5: (a) Modelo de cuatro pardmetros que se reduce al sdlido aneltistico elemental 
(b) cuando rl, + tx. 
Las relaciones o-c correspondientes al modelo de cuatro parhetros y al SAE se de- 
tallan en el Ap6ndice A para las diferentes solicitaciones mehnicas. En particular, si el 
ensayo se raliza a una tensi6n de amplitud constante, la evoluci6n mechica del sistema 
queda caracterizada por un tiempo de retardo T, = v2/G2. Ante una deformaci6n de 
amplitud constante, el sistema evoluciona seglin un tiempo de relajaci6n T, = r,/(1 + A). 
Luego, tanto el modelo de cuatro pardmetros como el SAE permiten describir un proceso 
fisico con un liniw tiempo de respuesta, esto es, una estructura caracterizada por un linico 
micromecanismo. Ahora bien, 10s materiales polim6ricos est dn const ituidos por estructu- 
ras moleculares complejas que, en general, no pueden ser interpretadas en tCrminoe de un 
I.. 
h i c o  micromecanismo. Por lo tanto, para efectuar el anaisis de las propiedades mdnicas 
de un polimero w consideran 10s modeloa de Voigt-Kelvin y Maxwell-Wieckert represen- 
tados en las Figs. 1.6 (a) y (b). Cabe seiialar que si bien los modelos compuestos son 
equivalentes y sus parhetros e s t h  relacionados, las viscosidades y los m6dulos elbticos 
de 10s elementoll de uno y otro modelo son diferentes; para diferenciarlos se han i n d i d o  
con el supraindice t las expresiones correspondientes a1 modelo de Maxwell-Wieckert. 
(8) 
Figura 1.6: Modelas compuestos caracterizadm por diferen tes tiempos de respuesta: 
(a) Modelo de Voigt-Kelvin; (b) Modelo de Maxwell- Wieckert. 
En el modelo de la Fig. 1.6 (a), por ejemplo, el resorte de adaptabilidad J1 represents 
la componente elktica instantihea y el amortiguador de viscosidad r). esti  asociado a1 
flujo viscoso que se adquiere en el eatado estacionario. Por su parte, si se aplica una 
tensi6n constante, la deformacibn no instantinea serii la suma de las deformaciones de 
cada elemento en paralelo, caracterizadas por 10s tiempos de retardo r,, = Ji q. En 
efecto, resolviendo la ecuaci6n diferencial del sistema se puede describir la adaptabilidad 
de termofluencia seglin 
Adem&, ~ b s e r v ~ d o  que J(0) = J, y que lim',, J( t )  - t/t). = J p )  entonus, 
EB decir que cada factor Ji asigna un peso estadistico a la contribuci6n del promo ca- 
racterizado por el tiempo de retardo r,, , de mod0 que la suma de todas las contribuciones 
es igual a 6 J .  De la misma manera, si se realiza un ensayo diniimico a amplitud de tensi6n 
constante, la adaptabilidad J* es la suma de las adaptabilidades de cada elemento. Es 
decir que, 
Por otra parte, si bien el modelo de la Fig. L6 (a) tambih puede emplearse para 
analizar un ensayo a amplitud de deformaci6n constante, la complejidad matemgtica 
de las expresiones involucradas determina que se considere el modelo equivalente de la 
Fig. 1.6 (b). En efecto, ante un ensayo de relajaci6n de tensiones, todas las ramas en 
paralelo tienen la misma deformacidn, mientras que la tensibn aplicada es la s u m  de 
la8 tensiones sobre cada rama. Cada una de estw tensiones evoluciona de acuerdo a su 
respective tiempo uuacteristico T, = qf /G!, de mod0 tal que 
Considerdo q:e & = (T. y G(m) = G, se tiene 
Esta contribucidn de cada proem no &lo se manifiesta en el ensayo cuasiestiitico sino 
que tambitin se aplica si la deformacibn, de amplitud constante, varia sinusoidalmente en 
el tiempo. En ese caso 10s m6dulos dingmicos resultan suma de las contribuciones de cada 
proceso caracterizado por el tiempo de relajacibn T,~, cuyo factor de peso viene dado por 
~f . Por ejemplo, 
En sintesis, tanto el modelo de Voigt-Kelvin como el de Maxwell-Wieckert permiten 
describir fenomenol6gicamente la evoluci6n de un sistema en el que se manifieatan varios 
procaws fisicos. Cada proceso queda caracterizado por un tiempo de respuesta Tui o rei y 
un factor de peso Ji o G!. De a t a  manera, las propiedades mechicas de un material vis- 
coelbtico pueden ser descriptas a travk de un espectn, discreto de tiempos de relajaci6n 
o retardo como 10s que se muestran en la Fig. 1.7. La magnitud de cada contribuci6n a t t i  
dada por la altura de las lineas ubicadas en 10s respectivos tiempos caracteristicos. Es im- 
portante observar que los tCrminos J, y G,, asociados a la respuesta elbtica instanthnea, 
no aparecen en estaa representaciones ya que 10s espectros s61o se refieren a la evoluci6n 
Figura 1.7: Esquema de un espectro de tiempos de retardo (a), y el correspondiente 
espectro de relajacidn (b). 
anelbtica del siatema. AdemL, si bien 10s modelos de Voigt-Kelvin y Maxwell-Wieckert 
son equivalentes, 10s tiempos caracteristicos de cada espectro, asi como las respectivas 
intensidades no son iguales ni pueden deterrninarse a partir de una relaci6n sencilla. En 
efecto, la complejidad matemitica de la interrelaci6n de espectros s61o se simplifica si 
se consideran 10s espectros continuos; por lo tanto, la interconversihn de espectros se 
detallard en la secci.6n siguiente. 
1.2 Funciones de distribuci6n de tiempos de 
relajacidn y retardo 
En esta secci6n se intmducen las funciones de distribuci6n que vinculan laa propiedades 
macrosc6picas (medidas a travb de ensayos mechicos) con 10s tiempos caracteristicos de 
10s mecanismos que actlian. Debido a la importancia de estaa funciones de distribucihn, 
se describen sucintamente algunos mhtodos para deterrninarlas y finalmente, se detallan 
10s espectros empleados usualmente en la literatura de polimeros. 
1.2.1 Deflnicidn e interconversidn de espectros 
En la secci6n anterior se estableci6 que las propiedades meczinicas de un material vis- 
coelhtico pueden describirse mediante un espectro discreto de tiempos de relajaci6n o de 
retardo. Sin embaxgo, cuando la diferencia relativa de 10s tiempos caracteristicos es peque- 
iia, el espectro discreto puede ser reemplazado por un espectro continuo [4, pigs. 60,611. 
Este espectro se extiende sobre un dado interval0 de tiempos caracteristicos y la aItura de 
cada linea apectral de la distribuci6n discreta se convierte en el peso estadistico asignado 
al mecanismo caracterizado por un tiempo de respuesta 7 .  De esta manera, por ejemplo, 
el paso a1 continuo de la ec. 1.21 resulta 
t 
~ ( t )  = J, + lw J(T) [I - e-'IT] dr  + - 
'lo 
donde el factor J(T) determina la contribuci6n a la adaptabilidad, del proceso fisico 
caracterizado por el tiempo de retardo 7. En general, 10s micromecanismos evolucionan 
en un amplio interval0 de tiempo, or lo tanto suele emplearse la escala logaritmica que 
convierte a la ec. 1.30 en %r'+. . - 7 
t 
J(t) = Jg + L(ln T) [l - e-'IT] d(ln +) + - 
'lo 
siendo L(1nr) = T J(T) la funcidn de distribucidn de tiempos de retardo o espectm de 
retardo. AdemL, el paso al continuo de la ec. 1.23 establece la condicihn de norrnalizaciiin 
Procediendo an6logamente con las ecs. 1.24 y 1.25 resultan 
w 
~ " ( w )  = /__ y l n  T) WT 1 d(1nr) + - 1 + w2T2 " 5'0 
Por otra park, cuando se realiza un ensayo a amplitud de deformaci6n wnstante, el 
factor de peso asignado a cada mecanismo difiere del empleado para describir la respuesta 
del sisterna sometido a una tensi6n de amplitud constante. En efecto, considerando una 
distribuciiin continua de tiempos de relajacihn cuya funci6n de peso sea G(T), la ec 1.26 
se convierte en 
G(t) = G, + Iw H(ln r )  e -'IT d(ln T) 
-00 
(1.35) 
donde H(1nr) = T G(T) es la funcidn de distribucidn de tiempos de relajaci6n. Consi- 
derando que el valor instanttineo del m6dulo es Gg, se obtiene la siguiente condici6n de 
normalizacihn para H 
w 
GO - G. = 1, ~ ( l n r ) d ( l n r )  
Luego, a partir del espectro de relajacidn, 10s m6dulos dinhicos pueden expresarse como 
En sintesis, conociendo 10s valores limites Gg y Ge (o sus reciprocos), mediante lam 
funciones de distribuci6n de 10s tiempos de relajaci6n y retardo se pueden determinar 10s 
m6duloa G(t), Gt(w) y GN(w), y las adaptabilidades J(t), J1(w) y JN(w), respectivamente. 
De esta manera se manifiesta un desdoblamiento entre laa propiedades mechicas medidaa 
a amplitud de tensi6n constante, o amplitud de deformaci6n constante, las cuales quedan 
caxacterizadas por 10s espectroa L o H, respectivamente. Estos espectros, sin embargo, no 
son independientes ya que representan la contribuci6n estadistica de un 4nico conjunto 
de mecanisma que evolucionan de diferente rnanera s e g h  s e a  excitados a tensicin o 
deformaci6n constante. En efecto, tal como se detalla en el Ap&ndice B, la teoria de la 
viscoelasticidad lineal relaciona los espectroa de relajacidn y retardo seglin [8] 
L(ln 7) = H ( h 7 )  (1.39) 
[G. - J?&, H (ln u) / [t - 11 d(ln ;)I + a2 H2(ln 7 ) 
Si bien estas ecuaciones de interconversicin se aplican a espectros continuos, la interre- 
laci6n de espectros discretos puede incluirse como caso particular. En efecto, un espectro 
discreto puede expresarse como una suma de funciones delta de Dirac centradas en cada 
uno de los tiempos caracteristicos del espectro discreto. Tanto para un espectro discreto 
como para uno continuo, el integrando que aparece en el denominador de la ec, 1.38 o de 
la ec. 1.39 diverge para u = 7;  luego, las integrales se expresan en thrminos de su valor 
principal evaluado g r s c a  o numQicamente. Asimismo cabe seiialar que para un polimero 
sin enlaces cruzados (liquido) G, = 0 mientras que, para un dlido viscoelbtico q, -, oo. 
1.2.2 Determinacidn de las funciones de distribucicin 
Cuando se realiza un ensayo cuasiestitico o dinimico, el m6dulo (o la adaptabilidad),V, 
puede medirse como una funci6n del tiempo t o la frecuencia v = 0/27r; Entonces, 
definiendo la variable x = In t o x = - In w para experiencias cuasiesthticas o dinimicas, 
respectivamente, la propiedad viscoelistica V puede expresarse como 
donde u = In 7, D(u) es el espectro de relajaci6n (o retardo), u(x, u) determina la depen- 
dencia en x del elemento de Maxwell (o Voigt) y C vale cero para G" (o J") y para 10s 
demis m6dulos (o adaptabilidades) ea igual a G, (o J,). Ademb, la distribuci6n D(u) 
verifica la condici6n de normalizaci6n 
siendo B igual a 6G o 6 J  seg4n se considere el espectro de relajaci6n o de retardo, 
respectivamente. 
Por ejernplo, si V es la adaptabilidad de almacenamiento J', entonces la ec. 1.40 se 
convierte en la ec. 1.33 si se considera 
De la expresi6n de v(x, u) resulta claro que u no es funci6n de doe variables independientea 
sino que depende del argument0 ( x  - u). Este rnismo resultado es vtilido para las demb 
propiedades mechima por lo que la ec. 1.40 puede expresarse como 
- 
La respuesta mecahica del sistema, V(x), se obtiene directamtite i @tir de 10s datos 
experimentales y la correspondiente funci6n v ( x  - u) ee la respuesta del SAE. Luego, si 
se puede determinar el valor limite C, la ec. 1.42 resulta una ecuaci6n integral del tipo 
Redholm de primera especie [9, pig. 5491 cuya soluci6n ea la funci6n de distribuci6n 
D(u). La resoluci6n de esta ecuaci6n ea compleja y para hallarla se emplea el mktodo 
analitico, o bien, m6todos aproximados o indirectos que serin descriptos sucintamente a 
MQtodo analitico 
Consiste en aproximar 10s datos experimentales de V(x) por una funci6n integrable y 
analitica, e invertir la ec. I,42 empleando una transformaci6n integral conocida. En par- 
ticular, las funciones cuasiestiiticas pueden expreaarse como transformadas de Laplace de 
sus respectivos espectros; estas transformadas, a su vez, pueden llevarse a la forma de una 
integral de Stieltjes. Tambihn las expresiones correspondientea a las funciones dintimicas 
pueden reordenarse, adquiriendo la dependencia funcional de una integral de Stieltjes, tal 
como se detalla en el Apdndice C. La inversidn de la transformaci6n de Stieltjes consiste 
en evaluar el resultado de la integral, esto a, la respueata mecinica del sistema, en dos 
puntos del diagrama complejo. Esta evaluaci4n no presenta dificultades si la respuesta 
mechica puede expresarse apropiadamente mediante una forma analitica. Ya que las 
funciones viscoelbticas aparecen, en general, como representaciones gr6ficas de 10s datos 
originales, no siempre reaulta simple encontrar una funci6n analitica para ajustar esos da- 
tos. Luego, en vez de emplear el mktodo analitico para determinar el espectro a partir de 
una funcicin viscoelltica, se ha extendido el uso de 10s mhtodos aproximados analizando 
directamente los datos en forma griifica. 
MBtodos aproximados 
Estos mktodos consisten en simplificar el integrando de la ec. 1-42 reemplazando la fun- 
ci6n v ( x  - u) por expresiones aproximadas. De esta manera, la ecuaci6n integral puede 
resolverse y la funci6n de distribuci6n aproximada a cierto orden resulta de la derivacicin 
sucesiva de la curva experimental. Por ejemplo, el mktodo de aproximaci6n m b  simple, 
conocido como regla de Alfrey6, estabiece una primera aproximaci6n del espectro usando 
la derivada primera de una propiedad mednica cuasiestitica o de la parte real de una 
propiedad dinimica, evaluada para x = u (es decir, T = t o T = w") [lo] . Es claro que 
esta aproximaci6n no ea precisa ya que para cada instante o cada frecuencia cualquier 
funcicin viscoelbtica involucra la contribuci6n de todos 10s procesos, no &lo la de aquel 
caracterizado por un tiempo de respuesta T = t o T = w'l. Por ello, varios investigado- 
res han desarrollado mktodos de aproximaci6n de orden superior. Ferry y Williams [Ill, 
por ejemplo, tarnbikn evalian la derivada en x = u, pero consideran la influencia de 10s 
demhs procesos ya que en las f6rmulas de aproximaci6n se incluye la derivada segunda. 
Schwarzll y Staverman (121 por su parte, obtuvieron mejores ajustes considerando, por un 
lado, que el orden de la aproximaci6n viene dado por el orden de la miixima derivada que 
se incluye en el ciilculo, y por otro lado, que las derivadas de la curva experimental debe 
evaluarse no s610 en x = u sino tambikn en otros puntos de la curva. Desde el punto de 
vista prtktico, sin embargo, las derivadas de segundo orden y a i n  las de orden superior, 
son muy sensibles a 10s errores de la curva experimental por lo que no puede esperarse una 
aproximaci6n mucho mejor que la de segundo orden. En efecto, las derivadas superiores 
s610 son importantes cuando las funciones de distribuci6n varian abruptamente. Para esos 
casos, Tschoegl [13,14] determin6 una aproximaci6n de segundo orden que incluye hasta 
la derivada tercera evaluada en distintas regiones de la curva experimental. 
Este m6todo consiste en proponer una dependencia funcional para el espectro, la cual 
queda caracterizada por ciertos pardmetros. Para determinar esos partimetros asi como el 
valor de 6G o 6J, la propiedad mecajlica medida se ajusta por la correspondiente funci6n 
viscoeltistica calculada a partir del espectro propuesto. Si el mktodo resulta, es decir, 
si la expresidn del espectro propuesto permite aproximar, dentro del error experimental, 
10s datos de la propiedad mednica medida, se puede emplear la funci6n de distribuciiin 
(con 10s partimetros determinados por el ajuste), para computar las dem& funciones vis- 
coelbticaa. La principal ventaja de a t e  mktodo es que, cuando es aplicable, permite 
caracterizar al material a travb de 10s parhetros  de la distribuci6n. Ademk no se nece- 
sita conocer la expresi6n analitica de 10s datos experimentales sino que, por el wntrario, 
una vez conocido el espectro el metodo indirecto provee una expreskjn matemdtica para 
laa propiedades mechicas. 
Se sabe, sin embargo, que hay infinitas funciones que integradas en diferentes intervalos 
dan la rnisma integral, esto es, que hay infinitos espectros caracterizados por distintos 
parhetros, que conducen a la misma aproximaci6n de la propiedad viscoelLtica medida. 
MAS a h ,  ya que una dada funci6n de distribuci6n se ajusta a una propiedad mechnica, 
medida con cierto error experimental, su determinaci6n no es univoca. 
"w 
log,wr, 
Figura 1.8: Comparscidn de los picos de Jf'/GJ correspondientes a 10s espectros de Fuoss- 
Kirkwood, lognormal y rectangular. 
En efecto, en la Fig. 1.8 se comparan 10s picos de la adaptabilidad d inh ica  J" corres- 
pondientes a tres espectros: el de Fuoss-Kirkwood, el lognormal y el rectangular, que se 
representan en la Fig. 1.9. Si bien estos espectros estin bien diferenciados, 10s respectivos 
picos de Jtf son prdcticamente iguales except0 en 10s extremos donde el error experimental 
es mayor. Es decir que muchas veces el mhtodo indirecto no permite distinguir entre dos 
funciones de distribuci6n y, en consecuencia, no se pueden analizar 10s procesos fhicos 
que actlian. Luego, para determinar univocamente las funciones de distribuci6n, se han 
estudiado las propiedades matemdticas de las funciones viscoelhticas correspondientes a 
espectroa tipicoa. A partir de ellas se obtuvieron relaciones de recurrencia7 que vinculan 
puntos singulares de las funciones viscoelLticas con sus derivadas, las cuales permiten 
eatablecer con precisi6n cuil es la forma funcional del espectro y quh para'snetros lo ca- 
racterizan [15]-[17]. 
'Lac relacion- de recurrencia de lae funciones viscoelbticaa asociadae a una dbtribucicin lognormal 
se resumen en el apdndice D. 
LOGdr/r,,,) 
Figura 1.9: Compariicidn de las funciones de distri buci6n de Fuoss- Kirkwood, lognormal 
y rectangular que producen piws de 3" del mismo ancho. 
La respuesta mednica m L  simple es la que wrresponde a un linico proceso fisico ca- 
racterizado por un tiempo de retardo, r,, o de relajaci6n,re. En este caso el espectro de 
relajacidn o retardo se anula para todo r except0 para re o r,, respectivamente, donde 
toma un valor infinito que satisface la correspondiente condici6n de normalizaci6n (1.32 o 
1.36). Es decir que los espectros de retardo y relajaci6n de un tinico proceso fisico pueden 
expresarse, respectivamente, como 
donde 8 represents a la delta de Dirac [18]. 
En un material polim4rico, sin embargo, acttian un conjunto de proceaos fisicos con 
lo cual la funcidn de distribuci6n se extiende sobre un intervalo de tiempos que puede 
estar acotado o cubrir todos 10s valores de r. Si 10s tiempos caracteristicos de todos 10s 
mecanismos e s t h  comprendidos entre un valor minimo r1 y uno mkimo 72, se dice que 
el espectro est& acotado ya que &lo esti  definido en el intervalo (rl, 72). En este caso, la 
distribuci6n --expresada en funci6n de In r- queda parametrizada por el tiempo medio 
a trav4s de In rm = In 7 2  - In TI, por el semiancho 7 = 1 /2 1n(r2/r1), por la intensidad 
de relajacibn, 6G o 6 J  y, eventualmente por otros parimetros asociados con la geometria 
del espectro. 
Por ejemplo, para 10s polimeros con una amplia distribuci6n de pesos moleculares, se 
Figura 1.10: Esquema de lap funciones de distribucidn: (a) rectangular, de sem'ancho 
y; (b) trapezoidal, de semiancho y y pendiente a, y (c) lognormal, caracterizada por la 
desviaci6n standard /3. Lap tres distribuciones estiin centradas en u i )  = ln 721, siendo 
i = a, b y c, respectivamen te. 
logra un buen ajuste de 10s datos experimentales si se emplea un espc tm ttctangula? 119, 
201. Este apectro, npresentado en la Fig. 1.10 (a) para 10s tiempos de retardo, es una 
constante que se define como 
donde y = ln(r/r,) y B es la funcibn de Heaviside tal que B(x) = 0 si x < 0 y B(x) = 1 
para x 2 0; reemplazando 6 J  por SG se obtiene el espectro rectangular de relajaci6n. 
Por su parte, las soluciones diluidas y 10s polimeros arnorfos no diluidos suelen carac- 
terizarse, s q d n  la teoria de Rouse 1211, por una distribuci6n tmpezoida19 que tambihn 
estd acotada entre dos valores 71 y 72. La denominaci6n de esta funci6n de distribuci6n 
correaponde a su forma geomktrica cuando se la representa en un diagrama doble-log, tal 
como se muestra en la Fig. 1.10 (b). Esta geometria introduce a la pendiente a, como otro 
pa rhe t ro  de la distribuci6n que se sums al tiempo medio, a1 semiancho y a la intensidad 
8 ~ n  i glb: box epectrum. 
9En ingib: wedge dietribution. 
de relajaci6n. Luego, la expresi6n matemtitica para un espectro trapezoidal de retardo 
tiene la forrna [22, phg. 1271 
siendo A una constante de normalizaci6n que se determina usando la ec. 1.32; luego resulta 
Reemplazando 6J por 6G se obtiene la funci6n de distribuci6n trapezoidal de tiempos de 
relaj aci6n. 
Tanto las distribuciones mencionadas como cualquier otro eepectro acotado mani- 
fiestan un tiempo caracteristico a partir del cual comienzan a evolucionar 10s diferentes 
procesos fisicos, ya sea de manera equiprobable --distribuci6n rectangular-, siguiendo 
un crecimiento exponential --distribucibn trapezoidal-, etc.. Esta evoluci6n se mantiene 
hasta alcanzar un tiempo mhimo de relajaci6n o retardo que pone fin a1 proceso y que 
determina el estado de equilibrio del sistema. Este comportamiento, sin embargo, no con- 
cuerda con la mayoria de 10s sistemas fisicos, que si bien se caracterizan por un tiempo de 
respuesta & probable y una cierta dispersibn, no presentan "tiempos umbrales" para 
iniciar o finalizar un proceso de relajaci6n. Es decir que, en general, la evoluci6n mechica 
de un material polimiirico debe caracterizarse por una funci6n de distribuci6n no acotada, 
que incluya como caso particular a un espectro acotado o discreto. 
Dentro de las funciones de distribuci6n no acotadas, la 6 s  representativa es la distri- 
buci6n lognormal. En efecto, por un lado se sabe que 10s procesos fisicos que determinan 
la evoluci6n de las propiedades viscoelbticas tienen tiempos de respuesta que varian en 
varios 6rdenes de magnitud por lo que la escala de tiempo m k  wnveniente es la logarit- 
mica. Por otra parte, seglin el Teorema Central del Limite [23, pig. 2461 cualesquiera 
Sean las variables probabilisticas que se consideren, si su nlimero es muy alto entonces 
sus valores medios se distribuirin siguiendo una ley normal o gaussiana; en tirminos de 
10s rnicromecanismos del material polimiirico, sin embargo,si hay muchos procesos que 
contribuyen a la evoluci6n mecdnica del sistema, en toncea la distribuci6n de 10s mismos 
seguiri un comportamiento gaussiano. Luego, como cada proceso estd asociado a un 
tiempo caracteristico que se represents en la escala logaritmica, la funci6n de distribuci6n 
que promedia el comportamiento mechiw del sistema resulta lognormal. Este espectn, 
lognormal queda descripto por tres pardmetros: el tiempo caracteristico m k  probable, 
In T,, el semiancho de la distribucidn, P, asociado con la dispersi6n de 10s tiempos de 
respuesta de 10s diferentes micromecanismos que actlian, y la intensidad de relajacibn, 6J 
o 6G. Su forma funcional para 10s tiempos de retardo es 
" exp [- (a)] L(v)  = -P f i  
cuya representacidn se muestra en la Fig. 1.10 (c). El valor miximo de la distribucibn es 
L(y) = SJ / /3 fi; por otra parte, cuando y = f p, la distribuci6n cae a l /e  de su valor 
mkimo. La expresi6n del espectro lognormal de relajaci6n ea aniloga a la dada en la 
ec. 1.48, sustituyendo SJ por 6G. 
SuperposiciBn t iempo- temperatura 
1.3.1 Equivalencia entre el tiempo ,y la temperatura 
La dependencia en el tiempo o la frecuencia de las propiedades mechicas de un polimero 
es de gran inter& para analizar 10s micromecanismos que gobiernan el comportamiento 
de la eatructura polimhrica. No hay mhtodo experimental alguno, sin embargo, que sea 
suficiente para proveer esta dependencia temporal ya que cualquier ensayo cuasiestitico 
o dinimico s610 puede cubrir tres a cuatro 6rdenes de magnitud en la escala de tiempo o 
frecuencia mientras que son necesarias m b  de diez dkadas para reflejar la variedad de 
movimientos moleculares en un sistema polimkrico. En efecto, en el caao de un polimero 
amorfo con enlaces entrecruzados y un reforzante de la red, por ejemplo, la estructura 
estti formada por una red de ligaduras quimicas, una red de uniones secundarias de van 
der Waals, regiones de orden molecular superior (aglomerados, microaglomerados, micro- 
bloques, etc.) y una red tridimensional constituida por las particulas del reforzante a las 
que se adhieren algunas cadenas polim6ricas. Si este material ea sometido a un ensayo de 
relajaci6n de tensiones, en el complejo proceso de relajaci6n pueden diferenciarse cuatro 
mecanismoa element ales [24] 
orientaci6n y movimientos ripidos de 10s segmentos librea de las cadenas moleculares 
(cadenas pendientes), con tiempos de relajaci6n de a 10"s a temperatura 
ambiente. 
reagrupamiento de elementos de la estructura supramolecular, responsable del flujo 
viscoso del polimero sin entrecruzamiento, con tiempos de respuesta de lo2 a 10's. 
reordenamiento de la red formada por la presencia del reforzante, con tiempos de 
relajacibn de lo5 a lo%, a 298 K. 
redistribucibn de las ligaduras y enlaces quimicos de las cadenas, con tiempos de 
evolucibn de 107 a logs, a 298 K. 
Luego, para analizar 10s micromecanismos involucrados en las relajaciones rtipida y lenta 
(correspondientes a 10s dos primeros procesos), en la relajaci6n de la eatructura polimero- 
reforzante, y en la relajaci6n quimica, se debe conocer la evoluci6n mechica del sistema 
sobre m& de diez 6rdenes de magnitud en la eacala de tiempo o frecuencia. Para po- 
der extender las funciones viscoelhticas a un intervalo efectivo de tiempo o frecuencia 
mayor, varios investigadores emplearon una especie de equivalencia entre el tiempo y 
la temperatura [25]-[28]. Esta equivalencia, conocida como pn'ncipio de superpoeicidn 
tiempo-tempemtutu (PSTT), establece que una dada propiedad vismelktica V medida 
en un intervalo de tiempo (o frecuencia) coincide con la misma propiedad medida a tiem- 
pos mayores (o frecuenciaa menores) a una temperatura menor. 
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Figura 1.11: Esquema de dos curvaa que satisfaan la superposicidn tiempo-temperatura; 
log a~ es el paso de traslacidn horizontal. 
En efecto, tal como se ilustra en la Fig. 1.11, V depende del tiempo t y de la tempe- 
ratura T en forma tal que 
V(t, T) = V(t8, T,) (1.49) 
siendo 
log a~ = log t - log t8 (1.50) 
el paso de traslaci6n necesario para obtener la curva medida a la temperatura T a partir 
de la curva medida a la temperatura elegida como referencia, T,. 
Luego, a partir de un conjunto de curvas medidas a diferentes temperaturas, como 
el representado en la Fig. 1.12, considerando una temperatura de referencia T,, mediante 
desplazamientoa horizontales se pueden empalmar a la curva medida a T, todos 10s seg- 
mentos de curvas medidos a las temperaturas restantes. Se obtiene asi la denominada 
curva maestm que represents la evoluci6n de la propiedad mechica considerada a la 
temperatura T,, en un amplio intervalo de tiempo o frecuencia como se observa en la 
Fig. 1.13. 
Este mdtodo de extrapolacidn se enuncia mmo principio ya que su fundamentacibn 
es netamente empirica y no se han desarrollado conceptos t&rims para sustentarlo. Su 
valid- se baas en la obtencih, a partir de una propiedad medida, de nuevas funciones 
viscoelkticas que posteriomente se comparan con valores experimentales [22, p&. 1541. 
Figura I. 12: Adap tabilidad de almacenamien to del poli(n-octil metacrilato) 
transicibn, represen tada logarit micamen te en funcibn de la frecuencia a las 
que se indican [4, pdg. 2641. 
en la zona de 
tempera t urag 
Es importante sefialar, sin embargo, que hay conjuntos de curvas que si bien satisfacen 
la superposici6n en algunas zonas, no permiten la construccib de una curva maestra 
comdn a todos 10s segment08 [4, pdg. 3101. 
Variables reducidas 
Es frecuente observar que la superposici6n de las curvaa no se logra 86.10 mediante despla- 
zamientos horizontales sino que tambih deben realizarse traslaciones verticales, o bien, 
redefinir la escala de ordenadas. En efecto, Tobolsky y Andrews [27] consideraron (a par- 
"'-b 
Figura 1.13: C u m  maestra de la parte real de la adaptabilidad dindm*cs del poli(n-octil 
metacrilato) referida a 373 K, en funci6n de la frecuencia reducida [4, pdg. 2681. 
tir de la teoria termodinbmica de la elasticidad) que el mcidulo elijstico es proporciond a 
la temperatura, por lo cud redujeron sus datos de relajaci6n de tensiones representando el 
m6dulo multiplicado por el factor T,/T. De esta manera obtuvieron un ernpalme empirico 
de laa curvas efectuando solamente desplazamientos horizontales. 
Por su parte Ferry [4, pbg. 2711 emple6, para liquidos viscoellticos, la expresidn 
p,T,/pT donde p y p, son las densidades del polfmero medidas a T y T,, respectivamente, 
como el factor necesario para lograr una traalaci6n paralela a1 eje de tiempo o frecuen- 
cia.Esto es, las variables reducidas que se obtienen multiplicando 10s m6dulos o dividiendo 
las adaptabilidades por el factor p,T,/pT satisfacen la superposici6n tiempo-temperatura. 
Muchas veces, sin embargo, no es posible distinguir empiricamente entre las ventajas de 
10s factores p,T,/pT y T,/T ya que, en general, las propiedades mecdnicas se representan 
en un g r a m  doble-logaritmico donde las diferencias relativas de las reapectivas variables 
reducidas son de un 20% y, en consecuencia, se puede emplear cudquiera de 10s dos 
factores de reducci6n. 
1.3.3 La relaci6n WLF 
Considerando la superposici6n tiempo-temperatura, a partir de un conjunto de curvas 
individuales medidas a diferentes temperaturas se puede construir la curva maestra de 
la correspondiente funcicin reducida a T,, mediante el desplazamiento horizontal log aT 
de 10s segmentos individuales. La medida de logaT es funcibn de la temperatura de la 
curva desplazada y de T,. Han sido varios 10s investigadorea que trataron de estable- 
cer una dependencia funcional para l o g a ~  a partir de modelos que permitieran obtener 
parkmetros moleculares. Entre ellos se pueden citar a Fox y Flory [29], Tobolsky y colabo- 
radores [30,31], Dienes [32] y Bueche [33] quienes propusieron distintas expresiones para 
log UT y determinaron parimetros molecularea como la energia de activaci6n aparente de 
10s mecanismos. Estas expresiones, sin embargo, se limitaban a pequeiios interdos de 
tiempo y resultaron casos particularea de la relaci6n empirica general de Williams, Landel 
donde Cl y Cz son dos constantes caracteristicas del material, que varian con la tempe- 
ratura de referencia que se considere. El significado fisico de la ec. 1.51, conocida como 
mlacidn WLF, fue tratado por Cohen y Turnbull [35,36] baszindose en un modelo de auto- 
difusi6n de mol6culas esfhricas. Pero el modelo m b  sencillo para fundamentar la ec. WLF 
es el que propone a1 polimero como un conjunto de esferas inmersas en un liquido viscoso, 
y que emplea la teoria del volumen libre [37] y la dependencia de la viscosidad de un 
liquido con la temperatura [38]. Efectuando algunas suposiciones este modelo permite 
relacionar 10s coeficientes Cl y C2 con parimetros moleculares tal wmo se detalla en el 
Aphndice E. Posteriormente se ha tratado de interpretar la relacidn WLF en tCrminos 
de nuevos modelos molecularea [39]-[42] e incluso se ha extendido esta dependencia de 
los pasos de traslaci6n no scilo a la temperatura sino tambihn a la presi6n a la cual se 
efectiian 10s ensayos [43]. 
Ademds de establecer una relaci6n funcional entre el paso de traslaci6n, log a=, y las 
temperaturas de las curvaa superpuestas, la ecuaci6n WLF esti asociada a la dependencia 
de los tiempos de relajacibn con la temperatura. En efecto, en la literatura de polimeros, 
esta dependencia suele expresarse a travb de la ecuacidn de Vogel-filcher-Tammann- 
Hesse [4, pig. 
r (T )  = ro exp 31 
donde k es la constante de Boltzmann, 31 es la entalpia de activacicin y, To y T, son 
constantes que dependen del material. . 
Por otra parte, la superposici6n tiempo-temperatura establece que 
con lo cual, evaluando la ec. 1.52 en T y T, y reemplazando en la ecuaci6n anterior, se 
ob t iene 
logar = - 3.1 (T - TJ) 
2.303 k (T' - To) (Tj - To) + (T - Tj) 
que tiene la forma de la ecuaci6n WLF con 
c1 = ?i 2.303 k (Tj - To) 
Por lo tanto, si se satisface la superposici6n tiempo-temperatura y si 1os rnicromeca- 
nismos que act\ian pueden caracterizarse por la misma entalpia de activaci6n entonces, 
10s pasos de traslaci6n verifican la relaci6n WLF. 
Es importante seiialar, sin embargo, que la validez de la ecuaci6n WLF no es necesaria 
para garantizar la superposici6n de las curvas ya que, por ejemplo, en distintos intemalos 
de temperatura pueden activarse mecanismos caracterizados por diferentes entalpias. En 
efecto, el PSTT requiere que se empalmen curvas que tengan la misma forma, es decir, la 
misma derivada, pero no hay requisite alguno respecto a la dependencia de 10s pasos de 
traslaci6n con 10s parkmetros que caracterizan a la8 curvas de 10s segrnentos superpuestos. 
Por ejemplo, si se superponen las curvas de la evoluci6n mecbica de un polimero cuya 
entalpia de activaci6n depende de la temperatura, el coeficiente Cl no es constante y, 
por ende, 10s pasos de traslaci6n no pueden describirse a partir de la ecuaci6n WLF. 
Sin embargo, desplazando horizontalmente 10s distintos segmentos, se podria construir la 
curva maeetra, es decir que el PSTT se seguiria verificando. 
Sintesis 
Los micromecanismos de un material viscoelLtico lineal pueden caracterizarse a partir 
de sus propiedades mechnicas tanto cuasiestAticas como dinknicas. Esta descripci6n de 
la estructura suele efectuarse a travQ de las funciones de distribuci6n de 10s tiempoa de 
ralajaci6n y retardo, las cuales se determinan por mdtodos aproxirnados. Estos mdtodos 
requieren conocer la evoluci6n de una dada propiedad mechica en un amplio intervalo de 
tiempo o frecuencia para dar lugar a la evoluci6n de todos 10s procesw fisicos involucrados. 
Este intervalo es superior a 10s diez cirdenes de magnitud, mientras que con las actuales 
tbcnicas de medici6n &lo es posible cubrir de tres a cuatro dbcadaa. Por ello se emplea la 
superposici6n tiempo-temperatura como herramienta para extender la respuesta &ica 
a partir de un conjunto de mediciones realizadas a diferentes temperaturas. Mediante 
este mbtodo netamente empirico se construye la curva maestra, que abarca la evolucicin 
completa de una propiedad mechnica desde su valor en el estado vitreo hasta el valor que 
corresponde al plateau del estado tipo-goma. Como la traslaci6n horizontal no siempre 
conduce a una superposici6n rigurosa, se intmducen variables reducidas para mejorar el 
empalme de las curvas. Por su parte, 10s pasos de traslaci6n dependen de la diferencia 
entre la temperatura del segment0 desplazado y la de aquel tomado como referencia segirn 
la relaci6n WLF cuyo significado fisico puede establecerse empleando modelos moleculares. 
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Capitulo I1 
Antecedentes del estudio de las 
propiedades mechicas 
11.1 Trabajos previos sobre la superposici6n 
t iempo- temperat ura 
El concepto de la superposici6n tiempo-temperatura que se emplea en la actualidad data 
de fines de la d h d a  del '40. Muchos aiios antes, sin embargo, ya se habian efectuado en 
la literatura varios anilisis referidos a esta superposici6n. En 1893, Wieckert [I] origin6 
el concepto de la superposici6n en temperatura cuando consider6 experiencias de relaja- 
ci6n de tensiones en vidrio estableciendo que: "Las velocidades de relajacidn disminuyen 
rcipidamente con el descenso de la temperatura (y parece que de acuerdo a una misma 
relacidn)." Es decir que, a partir de datos de experiencias largas, Wieckert tuvo la idea 
cuantitativa de que todos 10s tiempos de relajaci6n sufrian la rnisma modificaci6n con 10s 
carnbios de temperatura. 
En 1937, Kobeko y colaboradores [2] consignaron datos de termofluencia en torsi6n 
medidos a temperaturas pr6ximas a la de transici6n vitrea para resina, fenolftaleina, goma 
dura y blanda, a partir de las cuales concluyeron que las adaptabilidades de equilibrio, J,, 
de 10s diferentes materiales eran esencialmente independientes de la temperat ura y que 
la disminuci6n de la temperatura solamente reducia la velocidad de deformaci6n. Como 
una indicaci6n de esto liltimo representaron el tiempo requerido para alcanzar un valor de 
adaptabilidad igual a Je/2, en funci6n de la temperatura. AdemBs representaron laa curvas 
J ( t )  versus leg t en un grifico semi-logaritmico, aunque no se refirieron explicitamente a la 
traslaci6n de las curvas medidas a diferentes temperaturas ya que, en 10s casos particulares 
de la resina y la fenolftaleina, las curvas no se superponian. 
En 1939, Aleksandrov y Lazurkin [3] realizaron experiencias dinBmicas en varios ma- 
teriales polimhricos abarcando amplios intervalos de temperaturas y frecuencias. Obser- 
varon una dependencia del tipo Arrhenius para el tiempo caracteristico y establecieron 
que "un aumento en la fmcuencia de excitacidn aplicada tiene el mismo efecto que una 
disminucidn en la tempemturn." Sin embargo, a pesar de 10s antecedentes mencionados, 
representaron 10s d a t a  en funci6n de la temperatura a frecuencia constante, obteniendo 
curvas que no podian superponerse. 
En 1941, Leaderman (41 establecid explicitamente el primer enunciado que se ha en- 
contrado en la literatura de polimeros referente a la equivalencia entre el tiempo y la 
temperatura. En su anAlisis consider6 no 8610 sus datos de termofluencia en fibras textiles 
sino tambihn log resultados experimentales de Kohlrausch [5], Kobelko y colaboradores [2] 
y Hetenyi [6,7] quienes midieron propiedades cuasiestdticas y dindmicas de polimeros, me- 
didas a variae temperaturas desde la transici6n vitrea T, hasta el plateau del estado tipo- 
goma. Como en a t e  intervalo de temperaturas, los nxidulos o adaptabilidades van'an en 
tres 6rdenes de magnitud, Leaderman represent6 todas las curvas en un diagrama logarit- 
mico. En particular, a partir de las curvas de termofluencia medidas en goma, estableci6 
que Upawce rnzonable suponer que las curvrrs comspondientes a difewntes tempemtunrs 
tengan la misma forma pen, que, el aumento de la tempemtum desplace las curvas de ter- 
mofiencia a caqa constante hacia la izquienfa; podemos decir entonces que un aumento 
en la tempemturn produce el efecto de contmer la escala de tiempo de termofluencia." 
Ademiis, Leaderman asoci6 la superposici6n en temperatura de la adaptabilidad de ter- 
mofluencia con el espectro de retardo, sugiriendo que la tempemtum modifica todos 10s 
tiempos de relajacidn (mediante una relacidn de Arrheniw) pew no la distribucidn en si  
misma. " 
En 1945, Tobolsky y Andrews [5] realizaron ensayos de relajacihn de tensiones de 
gomas vulcanizadas, en un amplio intervalo de temperaturas y establecieron el concept0 
de variable reducida (basindose en la teoria molecular de la elasticidad). En efecto, se 
trata del primer trabajo en el cual se consider6 un factor vertical para desplazar las cur- 
vas individuales observando que: 'Mediante este me'todo se puede emplear un sdlo grkfico 
para mostmr integmmente la dependencia tensidn-tempemturn-tiempo de una sustancia 
tipo-goma. " Ademb, publicaron las primeras curvas maes t ras e introdujeron el thrmino 
superposicidn para caracterizar la equivalencia entre tiempo y temperatura. Posterior- 
mente, Ferry [6] determind el desplazamiento vertical de las curvas medidas para liquidos 
viscoelbt icos y fue el primero en seiialar que el paso de traslaci6n horizontal, log a=, podia 
ser expresado en tQminos de la viscosidad q,. 
Luego, a partir de 10s antecedentes mencionados, la superposicicin tiempo-temperatura 
comend a aplicarse para estudiar el comportamiento visweldstico de muchos polimeros 
amorfos; ya que su fundamentaci6n era netamente empirica, se denomin6 principio de 
superposicidn tiempo-tempemturn (PSTT). Para analizar la validez de este principio, en 
1951 comenz6 un estudio cooperative entre varios laboratorios de Estados Unidos, donde 
se midieron las diferentes propiedades mechnicaa de muestras de poli-isobutileno (PIB) 
caracterizadas por el National Bureau of Standards [8]. Entre los diferentes trabajos 
referent- a a t e  programa de investigaci6n se destacan las mediciones de la adaptabilidad 
dinknica realizadas por Fitzgerald y otms investigadores [9]. Estas mediciones realizadas 
en un amplio interval0 de ternperaturas, abarcan menos de trer, 6rdenes de magnitud en 
la escala de frecuencia, como puede observarse en la Fig. 11.1 para la parte real de la 
adaptabilidad d inh ica  del PIB. 
Figura 11.1: Variacidn de la parte real de la adaptabilidad de corte, J', con la frecuencia 
para el poli-isobutileno a les tempera t uras indicadas 191. 
En un trabajo posterior [lo], las curvas individuales fueron superpuestaa empleando el 
mktodo de las variables reducidas. Asi se construyeron las curvas maestras de la parte real 
e imaginaria de la adaptabilidad dinimica, laa cuales se extienden sobre nueve 6rdenes de 
magnitud, tal como se muestra en la Fig. 11.2 para Ji '. A partir de estas curvaa maestras 
se calcularon las componentes real e imaginaria del m6dulo d inhico  y se determinaron, 
mediante mCtodos aproximados las funciones de distribucibn de 10s tiempos de relajaci6n 
y retardo que se representan en la Fig. 11.3. 
Por su parte, Tobolsky y colaboradorea [Ill-[14] realizaron varios trabajos sobre la 
relajacihn de tensiones del PIB obteniendo la curva maestra log E( t )  versus log t a partir 
'El subindice p indica que J' ea una variable reducida. 
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Figura 11.2: Parte real de la adaptabilidad d inh ica  del PIB reducida a 298 K, en funci6n 
de la frecuencia reducida, w a ~ .  [lo]. 
Figura 11.3: finciones de distribuci6n de 10s tiempos de relajaci6n 0 y retardo (L), 
representadas logaritmicamen te, reducidas a 298 K. 
de 10s datos medidos a varias temperaturas. Calcularon el espectro de relajacicin aproxi- 
mado [14] y propusieron una distribuci6n ideal que consistia en un espectro trapezoidal 
para la mna de transicicin y uno rectangular en la regicin del comportamiento tipo-goma. 
Ademh, compararon 10s resultados obtenidos a partir de las experiencias cuasiestiticas 
y dinhicar, en el PIB, en particular, las curvas maestras del m6dulo de relajacicin E( t )  
con la del mcidulo dinimico Ef(w = t-I), tal como lo muestra la Fig. 11.4. 
En particular, Catsiff y Tobolsky [15] observaron que, en la zona de transicicin, el 





Figura 11.4: Comparaci6n de la curva maestra del mddulo de relajaci6n (0 )  con la del 
mddulo d inh ico  E'(-1. La linea punteada corresponde a1 mddulo de relajacibn obtenido 
a partir del espectro determinado a segundo orden [15]. 
a lo que 'surge de la teoria de la viscoelasticidad lineal. Establecieron entonces una "in- 
consistencian para las frecuencias intermedias seiialando que 10s puntos de la Fig. 11.4 
correspondian a la curva maestra de relajaci6n de tensiones que se habia obtenido a par- 
tir de 10s datos experimentales aplicando el PSTT sobre el cud  afirmaron que "podrci 
ser una buena apmximacidn pen, no es un principio absolutamente precise". No confor- 
mes con 10s datos analizados, Catsiff y Tobolsky repitieron sus mediciones de relajacicin 
de tensiones en PIB, extendihdolas a tiempos m b  cortos para que fuera posible una 
mejor comparacih entre 10s ensayos dinimicos medidos en la zona de transici6n [16]. 
Empleando el factor T,/T,  redujeron 10s mhdulos de relajacihn y construyeron la curva 
maestra correspondiente a T, = 298K. A partir de esta curva, mediante mhtodos aproxi- 
mados calcularon el espectro de relajaci6n y las funciones dinimicas GI, G" y tg ) que 
fueron comparadas con 10s valores experimentales medidos por Ferry y colaboradores [lo] 
y Philipoff [17]. En efecto, en la Fig. 11.5 (a) observaron un buen ajuste de 10s datos de la 
componente real del m6dulo didrnico, mientras que para la componente imaginaria re- 
presentada en la Fig. 11.5 (b) obtuvieron mayores diferencias cerca del pico. Sin embargo, 
determinaron una "discdiderrpancia" aGn m L  importante a1 considerar la repnsentacicin de 
la tg 4 ilustrada en la Fig. 11.5 (c) ya que la gran dispersi6n de 10s datos en la mna del 
pico directamente les impedia definir una curva maestra. Por otra parte, compararon 10s 
pasos de traslaci6n efectuados para empalmar las curvas de relajaci6n de tensiones con 
aquellos determinados por Ferry y colaboradores [lo], obteniendo valores diferentes para 
las curvas medidas cerca de la transicicin vitrea, lo cual constituia otra inconsistencia del 
PSTT. 
Debido a las diferencias en 10s pasos de traslacicin correspondientes a las distintas 
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Figura 11.5: Puntos experimentales medidos en PIB comparados con lc~s curvas obtenidas 
a partir del espectro de relajacidn determinado a segundo orden para: (a) la componente 
real del m6dulo dindmico de corte; (b) la componente imaginaria y (c) la tangente de 
pQdida 11 61. 
propiedades meckicas, Williams y otros investigadores [18] realizaron un estudio que 
comprendi6 no &lo a polimeros arnodos sin0 tambi6n a polimeros en soluci6n, vidrios 
inorgdnicos y liquidos orgtinicos que vitrifican. Consideraron mediciones de viscosidad y 
de propiedades mecinicas y electricas realizadas a diferentes temperaturas, determinaron 
10s correspondientes pasos de traslacicin y establecieron la equivalencia entre 10s valores 
obtenidos para cada propiedad viscoeldstica. Tambihn hallaron una relacib empirica 
entre el paso de traslacih y la diferencia de las temperaturaa de 10s segmentos super- 
puestos: la relaci6n WLF, que posteriormente fue interpretada en tCrminos de la teoria 
de expansi6n t6rmica del volumen libre [19,20]. 
Es decir que, hacia fines de la dkada del '50, 10s trabajos sobre comportamiento 
vismelbtitieo de polimeros se referian, fundamentalmente a la verificacicin del PSTT y de la 
ecuaci6n WLF, a partir de mediciones de las propiedades mecdnicas realizadas a diferentes 
temperaturas. Tal es el caso de las mediciones de la adaptabilidad dindmica del poli(n- 
octil metacrilato) [21], citadas en la literatura clbica de viscoelasticidad de polimeros 
para ejemplificar la validez del PSTT [22]. En efecto, en este trabajo se determinaron las 
curvas de la adaptabilidad J' medida en funcibn de la frecuencia a varias temperaturas 
entre 258.9 K y 402.7 K, tal como se indica en la Fig. 1.12. Luego, considerando la 
reducci6n de variables, construyeron la curva maestra representada en la Fig. 1.13 para 
una temperatura de referencia T, = 373 K. Si bien en la zona de transici6n se observa 
una dispersi6n de 10s puntos experimentales ( a h  para una escala de frecuencias muy 
reducida), a t a  superposici6n efectuada griificamente fue citada como verificaci6n de la 
equivalencia tiempo-temperatura y de la ecuaci6n WLF [22, cap. 111. 
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Figura 11.6: Curva maestra de la parte real de la adaptabilidad d i n h i c a  del poli(n-butil 
metacrilato), con los pasos de traslacidn derivados de los datos en la zona de transicibn [23]. 
Las anomalias en la aplicaci6n del PSTT, sin embargo, se hicieron mucho m k  evi- 
dentes a1 considerar las mediciones efectuadas en la zona vitrea de algunos polimeros, en 
particular 10s rnetacrilatos y sus soluciones, Por ejemplo, en 1965 Plazek [23] estudi6 la 
adaptabilidad dintimica del poli(n-butil metacrilato) y trat6 de construir la curva maestra 
de la adaptabilidad de almacenamiento, J', empleando variables reducidas y 10s pasos de 
traslaci6n determinados por la ec. WLF. Asi obtuvo la curva de la Fig. 11.6 cuya dispersi6n 
de puntos fue explicada en tkrminos de la contribuci6n de dos mecanismos moleculares con 
distinta dependencia con la temperatura [22, pig. 3101. A pesar de esto, no se descart6 
la aplicaci6n del PSTT sino que se consider6 que la envolvente inferior de la curva de 
Ji constituia la curva maestra original debida a 10s movimientos estructurales mientras 
que, la diferencia entre 10s puntos experimentales y esa envolvente daba la evoluci6n de J' 
debida a 10s movimientos laterales de las cadenas. Esta segunda contribuci611, a su vez, 
representada en otro diagrama, tambiCn verificaba la ec. WLF pero con otras constantes. 
Ferry, sin embargo, admiti6 la compleja interpretacicin de estos datos, a1 establecer que 
#este tmtamiento diferencial Ileua la ezactitud de 10s datos al limiten y Y . . la natumleza 
de 10s movimientos laternlee de has cadenas es au'n oscum." [22, phg. 3121. 
Figura 11.7: Componentes red (a) e imaginsria (b) del mddulo dinBmico divididas por la 
temperatura absolu ta, medidas en funcidn de la frecuencia a diferen tes temperat uras, en 
goma poliure tano sin reforzan t e. 
Paralelamente a1 estudio de las propiedades mechicas, se desarrollaron modelos t&ri- 
cos sobre la estructura molecular de 10s polimeros amorfos (241-[30]. El ajuste de 10s datos 
experimentalea a travCs de estos modelos dio lugar a la realizaci6n de numerosos traba- 
jos [31]-[34]. Entre ellos, cabe destacar las mediciones de Schwarzl y colaboradores [35] 
quienes determinaron en forma combinada la adaptabilidad dindrnica y de termofluencia 
de la goma poliuretano a varias temperaturas entre 203 K y 303 K. A partir de estos datos 
se calcularon las curvas de G'/T y P I T  versus log frecuencia que se representan en la 
Fig. 11.7 y construyeron las correspondientes curvas reducidas ilustradas en la Fig. 11.8, 
cuyos pasos de traslaci6n satisfacen la relaci6n WLF. 
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Figura 11.8: Curvas maestras de Gt/T y Gtt/T para la goma poliuretano, reducidas a 
231 K. Las Ilneag corresponden a1 ajuste por el modelo de Rouse. 
Trataron de aproximar estas curvas mediante la teoria molecular de Rouse, determi- 
nando como parhet ro  de ajuste el peso molecular promedio de una submol6cula entre 
enlaces entrecruzados (M, Y 2500). Obtuvieron un buen ajuste para Gt/T en la zona me- 
dia de la transici6n mientras que el pico experimental de G"/T result6 m k  ancho que el 
propuesto por el modelo. Concluyeron entonces que podian aplicar esta teon'a molecular 
en la zona de transici6n no pr6xima a1 estado vitreo aunque observ-varon que el modelo no 
incluia los mecanismos disipativos reaponsables de laa mayores diferencias en el ajuste de 
la curva de Gtt/T versus frecuencia. 
Si bien se siguieron desarrollando modelos te6ricos que permitieran una mejor inter- 
pretaci6n de la respuesta mecinica de 10s polimeros amorfos [36]-[39], no fueron muchos 
10s avances respecto a la validez del PSTT y de la relaci6n WLF. En efecto, en 1980 
Plazek [40] efectu6 mediciones dinimicas en poliacetato de vinilo a partir de las cuales 
estableci6 la existencia de dos pares de constantea diferentes para la ecuaci6n WLF segsn 
se considerasen 10s pasos de traslaci6n en la zona de transici6n o en el plateau del estado 
tipo-goma [41]. A pesar de haber construido las curvas maestras para el poliacetato de 
vinilo y el poliestireno, Plazek consider6 que: Y . . dentro del error experimental es posible 
obtener una superposicidn apanentemente ezitosa pew falaz, por lo que es necesario reali- 
zar nuevas ezperiencicrs" (421. Entonces Plazek midi6 la termofluencia y la recupersci6n 
del polipropileno en ensayos de corte entre 254 K y 344 K, y obtuvo 10s mismos resul- 
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entonceg que existian dm mecanismos moleculares con distinta energia de activacicin, cada 
uno de 10s cuales determinaba la evoluci6n m d n i c a  del sistema en un cierto interval0 de 
temperatura. 
Esta conclusi6n acentuaba, una vez m b ,  la necesidad de clarificar la validez del PSTT. 
Asi lo entendieron Meier y otros investigadores [43] que midieron, durante 16 aiios, la rela- 
jacibn de tensiones de anillos de goma natural y sintetica, para compararla con las curvaa 
maestras construidaa a partir de mediciones de 16 meses realizadaa a varias temperaturaa. 
Figura 11.9: Curva maestra para la relajacibn de tensiones de goma sintktica (NBR) 
reducida a T, = 293 K y comparada con rnediciones a tiempos 1argos:O: datos medidos a 
343 K, A: datos medidos a 323 K, e: datos rnedidos a 293 K durante 16 aiios 1431. 
Esta comparaci6n mostr6, en primer lugar, que la extrapolacicin a tiernpos muy largos 
se debia tomar con cuidado ya que 10s pequeiios errores en la determinacibn de 10s pasos de 
traalacicin podian ser acumulativos. Por otra parte, en el caso de la goma sintetica la curva 
maestra presentaba un decaimiento m L  lento que la curva medida durante 16 aiios, ee de- 
cir, no se ajustaba al PSTT. Explicaron este hecho considerando que, a tiempos cortos, las 
relajaciones fisica y quimica ocurren simultineamente pero, a tiempos largos la relajaci6n 
quimica se acelera y se aparta de la respuesta extrapolada por la curva maestra, tal como 
se observa en la Fig. 11.9. Concluyeron su trabajo estableciendo que: "Los intentos para 
estudiar la relajacidn de  tensiones a tiempos largos mediante la reduccidn de variables 
puede llevar a conclusiones inadecuadas . . . . Sin embargo, tales problemas no invalidan 
la utilizacidn de la curva maestru y Ia funcidn a* como una expresidn econdmica de 10s 
datos a partir de la cual se pueden predecir propiedades en un amplio rango de tiempos y 
frecuencias." Puntualizaron ademiis que: Y . . 10s resultados indican que en periodos mug 
largos (80 a 50 atios) se esperan discrepancias debido a1 dominio de la relajacidn quimica" 
y por otra parte seiialaron que: "La interpretacidn de las curvas maestms basadas en el 
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comportamiento fisico de cada curva individual resulta opemcionalmente oscum, ya que 
was  curvas maestms estdn abarccrndo de 400 a 500 aiios." 
En 1987, Cavaille y colaboradores [44] tambiCn observaron ciertas discrepancias en 
la superposicicin tiempo-temperatura. En efecto, estw autores realizaron mediciones del 
m6dulo d inhico  de corte de polietileno atictico monodisperso, en un interval0 de fre- 
cuencia de low6 a 10 Hz, entre 359 K y 374 K. De esos d a t a  result6 que la superpoeici6n 
de las curvas de GI y GI1 versus logw no era satisfactoria, efecto que se hacia a h  mh 
evidente a1 considerar las curvas de tg q5. A d e h  estudiaron 10s cambios eatructurdes 
que se producian en el poliestireno por el aumento de la temperatura de 10s diferentea en- 
sayos estableciendo un crecimiento de dominios en la microestructura y un aumento de la 
correlaci6n en el movimiento de 10s segmentos pr6ximos a l a  entrecruzamientos. Luego, 
concluyeron que la variaci6n en la temperatura modificaba 10s mecanismos reaponsables 
de la evoluci6n mecinica y, en consecuencia estos cambios afectaban la verificaci6n del 
PSTT. 
Sin embargo, en 1988 Plazek y otros investigadores [45] realizaron ensayos de ter- 
mofluencia, en muestras de polibutadieno con entrecruzarnientos, a varias temperaturas 
entre 205 K y 298 K, a partir de 10s cuales construyeron una curva maestra (extendida 
sobre m L  de quince 6rdenes de magnitud) utilizando desplazamientos horizontales que 
verificaban la ec. WLF. TambiCn calcularon el correspondiente eapectro de tiempoe de 
retardo a partir del cual evaluaron la energia de desgarro y la resistencia a rotura de ese 
material. 
Tambihn Popelar y colaboradores [46] recientemente emplearon el PSTT para superpo- 
ner curvas de relajacicin de'tensiones de muestras de polietileno de media y alta densidad 
(utilizado en caiierias de distribuci6n de gas) determinadas a diferentes temperaturas y 
velocidades de deformaci6n. Mediante desplazamientos horizontales y verticales constru- 
yeron las curvas maestras correspondientes a los diferentea niveles de deformaci6n y, a 
partir de ellas determinaron parimetros litiles para mejorar el diseiio de 10.9 tubos (ten- 
si6n a rotura, tiempo caracteristico de la relajaci6n para un dado nivel de sobrepresicin, 
etc.). 
Es decir que en la actualidad la literatura de polimeros presenta dos enfoquea del 
PSTT. Por un lado, si se considera que 10s mecanismos estructurales dependen de la 
temperatura, entonces la superposici6n no tiene asidero. Por otra parte, si mediante 
desplazamientos de 10s segmentos individuales se puede construir una curva maestra, b t a  
resulta una herramienta litil no s610 para describir a 10s micromecanismos estructurales 
sino tambiCn para determinar parhetroa de importancia tecnolbgica. 
11.2 Trabajos previos sobre la determinacibn e 
interconversidn de espectros 
La primera funci6n de distribuci6n empleada en el estudio de las propiedadea mednicas 
de 10s materiales viscoelbticos fue introducida por Wieckert en 1893 [I], bastindose en 10s 
trabajos de Boltzmaan y otros investigadores sobre la teoria fenomenol6gica de la viscoe- 
lasticidad. De acuerdo a esta teoria, revisada y compilada por Leaderman [47] en 1944, 
un medio viscoelaistico lineal poaee una estructura compleja constituida por una multipli- 
cidad de mecanismos elementales, cada uno de 10s cuales se caracteriza por una constante 
de tiempo propia. En consecuencia, la evolucicin mednica del material corresponde a1 
efecto integral de la superposici6n de las respuestas de 10s diferentes procesos elementales. 
Asi, las funciones de distribuci6n de 10s tiempos de relajaci6n y retardo surgieron como 
nexo entre la propiedad viscoelistica medida y la evoluci6n de 10s micromecanismos que 
constituyen el sistema. La teoria fenomenolcigica tambidin fue empleada, en 1945, por Al- 
frey y Doty [48] para discutir la correlaci6n entre las diferentes propiedades mechicas ya 
que, midiendo solamente una propiedad, trataban de determinar la respueata del sistema 
ante cualquier otro tip0 de excitacibn. 
Sin embargo fue Gross quien, en 1947, estableci6 la interrelaci6n entre las diferentes 
funciones viscoeltticas y 10s espectros de relajaci6n y retardo [49,50]. En efecto, mediante 
un complejo desarrollo matemitico proporcion6 un mhtodo analitico para determinar las 
funciones de distribuci6n a partir de laa propiedades mectinicas. Asimismo obtuvo las 
f6rmulas generales de la interconversihn de espectros, vinculando las medicionea realizadas 
a amplitud de tensi6n constante, con aquellaa efectuadas a amplitud de deformaci6n 
constante. El mt5todo analitico, sin embargo era prscticamente inaplicable ya que las 
curvaa medidas, por un lado no describian la evoluci6n completa del sistema (no se trataba 
de una curva maestra sino de una curva individual) , y por otro lado, no era fk i l  hallar 
una expresi6n analitica que aproximara 10s datos experimental=. Entonces, se buscaron 
mhtodos alternativos para calcular 10s espectros a partir de mediciones cuasiesttiticas y 
dintimicas. 
Ya en 1941, Fuoss y Kirkwood [51] habian desarrollado un mdtodo muy interesante 
para determinar el espectro de relajaci6n a partir de mediciones dielhctricas y Simha [52] 
se bas6 en ese trabajo para deducir el espectro correspondiente a una curva de termo- 
fluencia. Subyacia, sin embargo, el hecho de que para conocer la evoluci6n de todos 10s 
mecanismos que constituyen un poljmero se debian efectuar mediciones sobre muchos 6r- 
denes de magnitud en la escala de tiempo o frecuencia. Por ello, recidn a comienzos de la 
dhcada del'50, a partir de las curvas maestras construidas conforme a1 PSTT, empezaron 
a deaarrollarae mdtodos aproximados para determinar 10s espectros. 
Loe primeros mbtodos de aproximaci6n a primer orden se aplicaron a ensayos de relaja- 
cidn de tensiones [53,54] y a mediciones de las propiedades dinbmicas {55]-[57]. Consistian 
eaencialmente en identificar a 10s espectros con las derivadas de las curvas medidas, y per- 
mitian obtener buenos ajustea dentro del error experimental. 
A1 mejorar la precisidn de las mediciones, las funciones de distribuci6n pudieron ser 
determinadaa con mayor exactitud. Efectivamente, en 1942, Ferry y Williams [58] desa- 
rrollaron un mdtodo de aproximaci6n a segundo orden que incluia no 8610 a la derivada 
primera sino tambih a la derivada segunda de la curva maestra de una dada propiedad 
mechica. Como ejemplo de aplicaci6n de este mbtodo, cabe citar nuevamente las me- 
diciones dinrimicas en PIB realizadas por Ferry y colaboradores, quienes a partir de la 
curva m w t r a  log Jb versus log(waT) representada en la Fig. 11.2, calcularon el espectro 
de retardo L a segundo orden. Basiindose en la interrelacihn de las propiedadee viscoell- 
ticas de un medio lineal, de la curva maestra de la adaptabilidad dinrimica calcularon 10s 
m6dulos dinimicos y, a travh de sus derivadas, determinaron el espectro de relajaci6n H, 
tambidn aproximado a segundo orden. Las funciones de distribucihn aproximadas L y H 
se representan en la Fig. 11.3. En ella se observa que el espectro de relajaci6n manifiesta 
su mbcimo para los procesos caracterizados por tiempos cortos, decreciendo mon6tona- 
mente hacia los tiempos mayores; por su parte, el espectro de retardo indica una pequeiia 
contribuci6n de los procesos rripidos pero una participaci6n importante de 10s mecanisrnos 
m L  lent-. 
La aproximaci6n del espectro H realizada por Ferry y colaboradores fue comparada con 
las determinadas a primer y segundo orden a partir de las mediciones del m6dulo dinrimico 
E' realizadas por Catsiff y Tobolsky [15]. Tal como lo muestra la Fig. 11.10, la superposi- 
ci6n de estos espectros aproximados result6 satisfactoria garantizando el comportamiento 
lineal del PIB. Ademh Tobolsky (141 habia sugerido una distribuci6n trapezoidal para 
explicar el comportamiento de 10s polimeros en la zona de transicidn entre 10s estados 
vitreo y tipo-goma, la cual tambikn se representa en la Fig. 11.10. Las caracten'sticas del 
espectro trapezoidal fueron corroboradas un aiio m l  tarde por la teoria molecular de 
Rouse [24]. En efecto, Rouse eatableci6 que en la zona de transicidn, el espectro de relaja- 
ci6n deberia ser proporci~nal a r -  ' I 2  lo que, en un diagrama doble-logaritmico equivalia 
a una recta de pendiente - 112 como lo habia propuesto Tobolsky. 
Posteriormente se desarrollaron otros mhtodos de aproximaci6n como 10s de Schwarzl 
y Staverman [59], Okano [60] y h j i t a  (611 que preveian determinar 10s espectros a tercer 
orden y airn a 6rdenes superiores, Para aplicar estos mhtodos se debian calcular las 
derivadas superiores de las curvas experimentales, ya fuera grficamente o por procesos 
de diferenciaci6n numdrica. Sin embargo, a h  hoy es dificil hallar d a t a  experimentales 
suficientemente precisos como para que las derivadas de tercer orden o aiin laa superiores 
reflejen la etroluci6n mecbica del sistema, por lo tanto, 10s espectros suelen determinarse 
Figura 11.10: Espectros de relajacidn aproximados a prirnero (Hi) y segundo (Hi) orden, 
para el PIB basados en mediciones del mddulo dinimico Ef [15]. Los circulos (0)  muestran 
la aproximacidn efectuada por Ferry y colaboradores [l O] y se comparan con la distribucidn 
trapezoidal sugerida por Tobolsky [14]. 
a segundo orden. 
Luego, durante la d6cada del '60, 10s trabajos referidos a1 &lculo de las funciones de 
distribucidn ae orientaron a la opt imizacidn de 10s mbtodos aproximados segdn se aplicaran 
a la componenete real o imaginaria de una funcidn d inh ica  [62] y se establecieron mhtodos 
numhicos alternativos [63]-[66] con el fin de conocer, cada vez con mayor precisidn, la 
dependencia funcional del espectro y 10s parhetros que lo caracterizan. 
Arin hoy contintian desarrollhndose mhtodos aproximados para calcular las funciones 
de diet ri buci6n. En particular, Honerkamp y Weese [67] propusieron recientemente un 
mhtodo de regularizaci6n [68] mediante el cual se puede calcular el espectro de relajaci6n 
utilizando datos de ensayos cuasiestdticos. Como aplicaci6n consideraron la relajacidn del 
m6dulo de corte del polibutadieno, determinaron el espectro H y, a partir de 61 calcularon 
no s610 la expresidn de G(t) sin0 tambi6n las de laa funcionea dinhicas Gf(w) y G"(w), 
con las cuales lograron un buen ajuste de 10s datos experimentales. 
Otra posibilidad para determinar el espectro correspondiente a una dada funcidn vis- 
coelktica esti  dada por el m6todo indirecto, que consiste en proponer una cierta depen- 
dencia funcional para el espectro y determinar sus parhetros mediante un buen ajuste de 
la curva medida. Este mdtodo fue utilizado por Wieckert [I] que propuso, en forma heu- 
ristica, una funci6n de distribuci6n para explicar el efecto post-elhtico. Posteriormente, 
Becker y D6ring [69, phg. 2541, F'uoss y Kirkwood (511, Tobolsky [11,70], Andrews [71,54] 
y otros investigadores [72]-[74] sugirieron nuevas funciones de distribucidn, muchas de 
las cuales fueron compendiadaa por Gross [75, pigs. 66-68]. Estas distribuciones se de- 
terminaron generalmente a travis de consideraciones empiricas aunque tambib las hub0 
tdricas como en el trabajo de Feltham [76] basado en un modelo estadistico generalizado. 
En este modelo se efectuaron las siguientes suposiciones: 
En un scilido eatable hay una distribuci6n de centros de relajacihn. Cada uno de 
estos centros esti  caracterizado por un tiempo de relajaci6n cuya dependencia con 
la temperatura es ri = rOi exp[AGi/kT] siendo T, un factor pre-exponencial y 
AGi = AXi - TASi donde AXi y ASi son la entalpia y la entropia de activaci6n, 
respectivamente. 
La entalpia de activacibn es constante para todos 10s centros, mientras que ASi 
depende de la forma y dimensiones de cada centro de relajaci6n. Para un segment0 
de cadena de longitud I,, la entropia seri AS, y para una cadena de longitud I, ASI. 
Siendo p, la pmbabilidad definida segtin la relaci6n de Boltzmann: AS, = k lnp,, 
en primera aproximaci6n se supone que ASl = k ln pf l lo ,  es decir que en una cadena 
no hay acoplamiento entre 10s //lo segment- que la componen. 
Combinando estas hipchis, Feltham estableci6 una relaci6n logaritmica entre el c~empo 
de relajaci6n y la longitud de las cadenas, a las cuales supuso distribuidas s e g h  una 
estadistica gaussiana. Luego, 10s tiempos de relajaci6n quedaban distribuidos segirn una 
relaci6n lognormal que fue corroborada experimentalmente por Feltham [76], Jenckel y 
colaboradores [77,78] y Tobolsky y colaboradores [79], a partir de ensayos mechicos en 
goma polisulfonada, poli-metilmet acrilato y otros polimeros. Este espectro lognormal 
ofrece la ventaja de que, independientemente de lo amplia que sea la campana, la des- 
cripci6n completa de todo el sistema se caracteriza &lo con un partimetro m6s que 10s 
utilizados para la representaci6n del SAE. En efecto, ademL de 10s m6dulos lirnites, que 
fijan la intensidad del espectro, y el tiempo medio de la distribucibn, se requiere solarnente 
el semiancho del espectro. Para determinar estos pardmetros a partir de la curva de una 
dada propiedad mecdnica, se debe calcular la correspondiente funci6n viscoelbtica para 
un espectro lognormal cuyos parhetros se modifican hasta lograr el ajuste de la curva 
experimental. Como estas funciones no pueden expresarse en tirminos de funciones ta- 
buladas, haata fines de la dkada del '50 10s partimetros eran calculados con mucho error 
[ I  pero, con el desarrollo de diferentes m6todos num6ricos este ajuste fue optirnizado a travis 
( 1  I de 10s trabajos de Nowick y Berry [80] y otros investigadores [81]-[87]. 
fi A peaar de haber sido el primer procedimiento matemitico desarrollado para calcular espectros, el mbtodo analitico fue el Gltirno en aplicarse debido a la dificultad para hallar la dependencia analitica de las curvas medidas. En 1971, Smith [88] logr6 establecer 
A empiricamente la dependencia funcional de las propiedades cuasiestiticas y dintimicas del 
PIB [9,10,16] aunque no dio una justificaci6n fisica de la misma. 
'I' . ' . 
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Posteriomente, Tschoegl [65,66] desarro~~o un mhtodo general para calcular el espectro 
aproximado a cualquier orden, a partir de la forma funcional de la propiedad mechica 
medida. Este mhtodo consistia en hallar un operador diferencial que, aplicado a1 nlicleo de 
la integral que "conectan la respueata mednica con el espectro, produjera una funci6n de 
distribucibn con forma de campana que debia tener un solo mkimo y -tar normalizada. 
Los espectros obtenidos por este m6todo se compararon con aquellog determinadog a 
travb de otras aproximaciones [58]-[61] y se discuti6 la elecci6n del m L  adecuado segitn 
log casos. 
En la actualidad, se siguen realizando trabajos en los que se proponen nuevas fun- 
ciones empiricae para aproximar laa propiedades cuasiesthticae [89]-[91] y 10s m6dulos 
dinhicos [92,93] de polimeros amorfos y levemente entrecruzados. Sin embargo, todavia 
no se han desarrollado modelos que expliquen la evoluci6n estructural de las diferentea 
respuestas mechicas. 
Sint esis 
Desde fines del siglo pasado se tratb de determinar la estructura molecular de un polimero 
amorfo a partir del estudio de su comportamiento mechico. Para ello se efectuaron me- 
diciones de las diferentes propiedades mechicas (cuasiestciticas y dinlimicas) en un ampio 
interval0 de temperatura en la zona de transici6n entre 10s estados vitreo y tipo-goma. Es- 
tas mediciones abarcaban entre tres y cuatm dkadas de la escala de tiempo o frecuencia, 
rnientras que el m6dulo o la adaptabilidad variaba alrededor de tres 6rdenes de magnitud. 
Entonces, para representar las curvas se eligib un grlifico doble-logaritmico, a partir del 
cual se establecib empiricamente el principio de superposicibn tiempo-temperatura, Segtin 
este principio, las curvas medidas a distintas temperaturas podian desplazarse horizontal- 
mente hasta formar una curva maestra que resumia el comportamiento del polimero en la 
zona de transicibn. Para cornprobar la validez de este principio se realizaron numerosas 
experiencias que, hasta hoy contintian sin dar una verdadera respuesta a1 interrogante. 
Hay autores que lo aplican para obtener la curva maestra de una propiedad medida, y 
corroboran su validez ajustando mediciones de otras propiedades meclinicas. Hay otros 
investigadores, en carnbio que destacan la imposibilidad de empalmar las curvas medidas 
a las diferentes temperaturas. En lo que respecta a la descripcibn de 10s micromecanismos 
que rigen el comportamiento meciinico de un polimero, a partir de las curvas maestras 
se trataron de determinar las funciones de distribuci6n de 10s tiempos caracteristicos de 
10s diferentes procesos. Para ello se desarrollaron 10s mhtodos aproximado, indirect0 y 
analitico, obtenikndose espectros que, en algunos casos fueron interpretados por teorias 
moleculares. 
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Capitulo I11 
Resultados 
111.1 La superposici6n t iempo-temperat ura 
111.1.1 La validez del principio de superposici6n 
Como se ha seiialado en la Introducci6n, de acuerdo al principio de superposici6n tiempo- 
temperatura (PSTT), una dada propiedad mechica medida a tiempos cortos deberia ser 
igual a la misma propiedad medida a tiempos mib largos, a una temperatura menor. Para 
analizar la aplicabilidad de este principio se consideran mediciones de propiedades mecd- 
nicas de polimros amorfos que son ejemplos clrisicos de la literatura. En primer lugar, las 
mediciones dinhicas realizadas por Schwarzl y colaboradores en goma poliuretano [I], en 
segundo lugar, la8 mediciones de Dannhauser y otros investigadores en poli(n-octil meta- 
crilato) [2], y por liltimo, 10s ensayos de relajacihn de tensiones realizados por Moonan y 
Tschoegl[3]. Estos tree grupos de mediciones se denominariin A, B y C, respectivamente, 
tal como se reeume en la Tabla 111.1. 
Tabla 111.1: Mediciones cldsicas de la literatura de poUmros, empleadas para analizar la 





En el primer trabajo se presentan las curvas log(Gt/T) versus log( f remencia) medidas 
a varias temperaturas entre 203 K y 303 K, las cuales se ilustran en la Fig. 11.7. El conjunto 
de curvae B, referido por Ferry como ejemplo cllisico de la validez del PSTT, corresponde a 
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la parte real de la adaptabilidad dinhica reducida, Ji,  medida en funci6n de la frecuencia 
para varias temperaturas, como se indica en la Fig. 1.12. El grupo C, por su parte, esti 
constituido por curvas de la relajaci6n del m6dulo de corte de la goma estireno-butadieno 
medido a varias temperaturas entre 209 K y 303 K, las que se representan en la Fig. 111.1. 
1-- * 
log ti07 -[s] 
Figura 111.1: Relajwibn del maul0 de corte de la goma estireno-butadieno (SBR) a las 
temperaturas indieadas y a presi6n atmosf6rica. El desplazamiento vertical A se efectdo 
para separar la representacibn de 10s pun tos experiment ales. 
Laa curvas maestras correspondientes a 10s conjuntos A y B fueron construidas en las 
referencias originales [1,2] y se reproducen en las Figs. 11.8 y 1.13, respectivamente. Se 
debe seiialar, sin embargo, que considerando las temperaturas de referencia y 10s pasos 
de traslaci6n dado8 en 10s articulos originales, el ajuste de las curvaa individuales no es 
suficientemente bueno como para verificar el PSTT. 
En efecto, las Figs. 111.2 y 111.3 detallan porciones de laa curvas maestras de 10s 
conjuntos A y B, respectivarnente, donde se observan laa diferencias en el empalme de 
10s segmentos individuales que fueron trasladados seglin 10s desplazamientos propuestos 
en [1,2]. Estas diferencias, que exceden el error experimental, evidencian claramente una 
superposici6n parcial de 1as curvas; en consecuencia, el PSTT no a rigurosamente vilido. 
Efectivamente, una vez que se elige una curva individual como referencia, el empalme 
con otro segment0 permite considerar varios paws de traslaci6n segdn se optimice la su- 
perposici6n con el cornienzo, el centro o la porci6n final de la curva elegida como referencia. 
Luego, el paso de traalaci6n es una especie de "promedio grifico" de los desplazamientos 
que se efectuarian para lograr superposiciones locales 6ptimas entre dos segmentos. Este 
log i w a, (s411- 
Figura 111.2: Ampliaci6n de parte de la curva maestra del p p o  A [I]; la8 temperaturas de 
los segmentos representados son: A=253 K; B=245 K; C=239 K; D=235 K; E=231 K=T,. 
ajuste parcial, determinado subjetivamente, ya habia sido descripto por Ferry [4, pigs. 
304-3121 a1 emplear la reducci6n de variables en mediciones de propiedades mechicas de 
varios metacrilatos. 
Dentro del error experimental, sin embargo, hay material- polidricos cuyas pro- 
piedades viscoelLticas proveen, una curva maestra bastante buena. Tal es el caso de 
las mediciones del grupo C, que mediante un buen empalme de los diferentes segrnentos 
individuales, permiten construir la curva maestra representada en la Fig. 111.4. 
Ahora bien, si los segmentos individuales desplazados en una dada direcci6n se ajus- 
tan uniformemente a una curva maestra, entonces deben satisfacer ciertas condiciones 
de traslacihn. Estas condiciones, que fueron empleadas para desarrollar un formalismo 
matemiitico que describiera la forma general de una farnilia de curvas que admiten una 
traslacih [5,6], se resumen en el Ap4ndice E. En particular, dicho formalismo establece 
que las derivadas de dos segmentos que se superponen mediante una traslaci6n horizontal 
deben coincidir cuando se desplazan segcn 10s mismos pasos de traslaci6n. Entonces, 
para analizar la validez del PSTT en 10s conjuntos de curvas A, B y C, se calculan las 
derivadas de cada segment0 individual y luego se desplazan horizontalmente seglin 10s co- 
rrespondientes pasos de t raslaci6n propuestos en 10s respectivos art iculos originales. Las 
derivadas trasladadas se representan en las Figs. 111.5, 111.6 y 111.7 para las mediciones 
A, B y C, respectivamente. En estas figuras se observa claramente que las derivadas de 
Figura 111.3: Arnpliaddn de parte de la curva maestra del grupo B, cuyos segmentos 
individuales se caracterizan por las siguien tes temperat uras: A=338.6 K; B=332.8 K=T,; 
C=327.4 K; D=323.2 K; E=317.4 K; F=307.2 K; G=303 K [2]. 
cada conjunto de curvas no se superponen, esto es, no re satisfaam las propiedades de una 
traalacihn paralela a1 eje horizontal. Luego, 10s segmentos que constituyen la "aparente 
curva maestra" no pertenecen a la rnisma familia de curvas, lo que equivale a decir que 
la superposici6n tiempo-temperatura no se verifica. 
Figura 111.4: Curva maestra de la relajacibn del mddulo de corte del SBR, en funcibn del 
tiempo. Los pasos de traslacidn se representan en el cuadro superior derecho [3]. 
111.1.2 Descripcihn de la seudo-curva maestra 
Si bien se ha demostrado que el PSTT no es rigurosamente vilido, las curvas experi- 
mentales admiten una aparente superposicicin que permite construir grdficamente una 
seudo-curva maestra. El carkter artificioso de esta curva puede ilustrarse utilizando un 
procedimiento basado en las propiedades de un proceso con un Gnico tiempo de relajacibn, 
como se detallari a continuacicin. 
En la seccibn' 1.2.2 se ha visto que cualquier propiedad mechica,V, de un medio 
viscoelbtico lineal puede expresarse en thrminos de la ec. 1.40. Ahora bien, de acuerdo a1 
teorema del valor medio de una integral [7, pig.3691, 
donde v (x, ~ ( x ) )  se evalGa en a l g h  tiempo caracteristico T que depende de x. Es decir 
que 
V(x) = C + Bv(x,T(x)) 
Esto significa que, para cada x, se puede hallar el tiempo caracteristico de un SAE cuyos 
mddulos limites (dados por las constantes B y C) y cuya propiedad mednica V(x) Sean 
10s mismos que los del sistema polimhrico descripto por la funcib de distribucicin D(u). 
Cornparando las ecs. 1.40 y 111.2 resulta claro que la funcicin T(X) brinda la informacicin 
equivalente al espectro D(u). A d e d s ,  T(X) puede utilizarse para describir matemitica- 
mente la forma en que se construye de la seudo-curva maestra a partir del denominado 
pmedimiento del inico tiempo de n l a j a c i k .  Para aplicarlo se consideran, en primer 
Figura 111.5: Derivadas de las curvas delgrupo A, desplazadas horizontalrnente de acuerdo 
a 10s pasos de traslacidn dados en [I]. Las letras que rot ulan las curvas corresponden a 
las siguientes temperaturas: A=239 K; B=235 K; C=231 K=T,; D=227 K; E=223 K; 
F=218 K. 
lugar, las mediciones del grupo A, donde la variable reducida 
que tiene la forma de la ec. 1.40 y que, de acuerdo a la ec. 111.2, puede expresarse como 
donde la funci6n r(w) se determina a partir de 10s datos experimentales segtin 
Ahora bien, el grupo A consiste en un conjunto de mediciones realizadas a varias 
temperaturas por lo que, para cada temperatura T habri una funci6n r(w) diferente. 
Sin embargo, si se considera una cierta ordenada G'IT, para cada valor de T hay una 
frecuencia w y, de acuerdo a la ec. 111.5, un tiempo caracteristico r, es decir que finalmente 
r = r(T). Entonces, mediante un cdculo sencillo, la ec 111.4 correspondiente a un tinico 
proceso de relajaci6n puede escribirse como la funci6n implicita 
G, 6G exp[2(log w + log 7 (T))] 
log (T) - log {T 1 1 + exp[2(log u + log r(T))] 
que tiene la forma de la ec. F.7 del Agndice F si se considera x = logw, y = log(G1/T), 
z = T y h(z )  = log r(T). 
Figura 111.6: Derivadas de las curvas del grupo B parametrizadas en laa temperaturas: 
A=382.4 K; B=372.8 K; C=362.4 K; D=353.2 K; E=343.9 K; F=338.6 K; G=332.8 K; 
H=327.4 K; 1=323.2 K; 5=317.4 K; K=311.8 K; L=307.2 K; M=303 K .  La curva B se 
toma como referencia y las demzis se trasladan seglin 10s desplazamientos horizontales 
dados por Ferry en 14, pdg. 2741. 
La ec. 111.6 permite explicar la seudo-superposici6n de las curvas individuales. En 
efecto, las curvas dadas por esta ecuaci6n corresponden a 10s SAEs cuyas curvas aproximan 
a 10s segmentos medidos a las diferentes temperaturas, cerca de la ordenada G'IT. Estas 
curvas satisfacen las condiciones de traslacibn, es decir, verifican rigurosamente el PSTT 
independientemente de la funci6n ~(2'). En consecuencia, 10s segmentos medidos en el 
grupo A tambiCn verifican una "superposici6n local" restringida a la regi6n donde estos 
segmentos se intersecan con las curvas de 10s SAEs dadas por la ec. 111.6. 
Por otra parte, si para cada ordenada G'/T se toma una curva como referencia, se 
pueden calcular 10s pasos de traslaci6n necesarios para superponer las curvas de 10s SAEs 
correspondientes a las temperaturas restantes asi como la relaci6n entre dichos pasos de 
traslaci6n y las diferentes temperaturas de 10s segmentos superpuestos. Si esta relaci6n 
Figura 111.7: Derivadas de las curvas del grupo C, medidas a las temperaturas: A=209.4 K; 
B=214.4 K; C=218.8 K; D=221.8 K; E=224.5 K; F=227.8 K; G=232.9 K; H=237.4 K. La 
curva A se elige como referencia y las restantes se desplazan segu'n 10s pasos de traslacidn 
dados en [3]. 
estB dada por la ec. WLF entonces, tal como se seiialara en la secci6n 1.3.3 el tiempo 
cwacteristico del SAE deberd depender de la temperatura segtin la ec. VFTH. Utilizando 
esta funci6n T(T) se puede ver que log a= es un paso de traslaci6n promedio y, ademb, 
se puede determinar una expresibn analitica para describir a la seudo-curva maestra. 
Efectivamente, a partir de la ec. VFTH se sabe que 
log 7 = logr, + ?i 2.303k(T - To) 
donde se supone que, para cada ordenada G'IT, 10s pardmetros ?i, To y T, son 10s mismos 
para todas las temperaturas ya que el PSTT equivale a suponer que act\ia el mismo 
mecanismo. 
Luego, si para cada nivel G'/T se consideran 10s tiempos caracteristicos calculados 
a cada temperatura entonces, mediante el mktodo de cuadrados minimos se pueden de- 
terrninar la entalpia de activaci6n del proceso y el factor pre-exponencial T,, una vez 
conocido el valor de To. Esta temperatura, referida en la Tabla 111.1.2, es una constante 
empirica que se calcula mediante la ec. 1.56 empleando la temperatura de referencia T, y 
la constante C2 establecida en la construcci6n g r s c a  de la curva maestra del grupo A. 
Por su parte, la Tabla 111.3 consigna, en la primera columna, 10s niveles de log(G'/T) 
donde se efectlia la superposici6n local y, en la segunda columna, las temperaturas de 
- ~~~~~ 
Tabla 111.2: Ternperatura de referencia, T,, y weficientes de la ec. WLF obtenidos por la 
superposicidn grdfica de las curvas de 10s grupos A y B [1,2]. Entalpl'a de activacidn 'H y 
temperatura empirica To detenninadas por las ecs. 1.55 y 1.56. 
To = 163 K 
log[(Gt/T)(Pa/K)l T(K) 'H (k J/mol) log T, Cl (T, ) 
5.93 218; 223; 221 20.0 -20.0 15.4 
5.44 223; 227; 231; a 24.9 -20.1 19.1 
4.34 231; 235; 239; a 21.0 -14.9 16.1 
3.80 239; 245; 253; 25.2 -15.7 19.4 
3.61 253; 263; 24.0 -10.5 18.5 
Tabla 111.3: Parte red del mbdulo de corte reducido de la goma poliuretano, temperat uras 
de los segmentos superpuestos (el valor su brayado corresponde a la curva elegida wmo 
referencia), entalpl'a y tiempo caracteristico de cada mecanismo (ec. 111.3)y, codciente Cl 
de la ec. WLF (ec. 1.55). 
10s segmentos superpuestos (se subraya aquella elegida como referencia). Una vez cal- 
culados 10s tiempos de relajacibn, a travks de la ec. 111.5, por el mbtodo de cuadrados 
minim- se hallan los valores de ?i y r0 indicados en las tercera y cuarta columnas de la 
Tabla 111.3, respectivamente. La dltima columna de esta tabla wrresponde a 10s valores 
de la constante C1 obtenida por la ec. 1.55, a partir de 'H. ObsQvese que el valor de C2 
es el correspondiente a la superposici6n gr6fica pues fue empleado para calcular To. 
Tal wmo se observa en la Tabla 111.3 las entalpias, o de manera equivalente, 10s 
coeficientes Cl no son constantes para todos 1- niveles de G'IT. Entonces, entre doe 
curvas individuales no puede definirse un Gnico paso de traslaci6n sin0 que Qte depende 
del valor de la ordenada, es decir que esos segmentos no se superponen rigurosamente. 
Luego, tal como se realiza a1 empalmar las curvas individuales, tambikn se puede calcular 
un paso de tmlac idn prornedio. Este promedio, que grificamente resulta del criterio 
subjetivo impuesto al empalmar las curvas mediante una traslaci6n horizontal rigida se 
expresa, en el procedimiento del linico tiempo de relajacibn, a travbs del valor medio 
del coeficiente Cl. En efecto, el promedio de 10s valores de C1 de la Tabla 111.3 es 
= 17.7, cuya diferencia con el valor determinado por la superposici6n g r s c a  (dado 
en la Tabla 111.1.2) es menor al 6%. 
En sintesis, la construcci6n de la seudo-curva maeat ra implica considerar una 6nica en- 
talpia de activaci6n para toda la evoluci6n del sistema desde el estado vitreo al tipo-goma. 
En consecuencia,, a1 imponer la condici6n de superposici6n horizontal, la dependencia del 
tiempo caracteristico del inico proceso de relajaci6n r con la ordenada y se manifiesta 
&lo a trav& del factor pre-exponential r,, de mod0 que 
En particular, haciendo T = T, se obtienen 10s tiempos de relajaci6n de 1os SAE 
cuyas curvas intersecan a la curva maestra al nivel de la ordenada y. Debido a la relaci6n 
biunivoca entre la abscisa logw y la ordenada, dada por la aparente curva maestra, la 
ec. 111.8 evaluada en T, puede expresarse en terrninos de la variable w. Entonces, si se 
determina la funci6n ~ ( w ) ,  de acuerdo a la ec. 111.4 la seudo-curva maestra del grupo A 
queda descripta por 
Por lo tanto, para hallar la forma analitica de una aparente curva maeatra es nece- 
sario considerar, para cada ordenada, mediciones a varias temperaturas de mod0 que 10s 
parhetros ').l y T,, determinados por cuadrados minimos, sean representatives. 
A su vez, tal como se esquematiza en la Fig. 111.8, se deben evaluar muchas ordenadas 
para obtener una buena aproximacibn de la funcibn ~ ( w )  que establecerd la forma funcional 
de la seudo-curva maestra. Teniendo en cuenta estos requisitos, el grupo de curvas A no 
garantiza una descripcibn precisa de la curva maestra, ya que se han efectuado mediciones 
&lo a algunas temperaturas. Luego, para ejemplificar el cMculo de la funci6n ~ ( w )  se
consideran las mediciones del grupo B efectuadas en un mayor niimero de temperaturas 
aunque, seglin se ha mostrado, este grupo de curvas tampoco satisface rigurosamente el 
PSTT. El procedimiento del linico tiempo de relajaci6n se aplica a las ordenadas y(i) 
indicadas en la primera columna de la Tabla 111.4. La segunda colurnna corresponde a las 
temperaturaa a las cuales se calculan 10s diferentes tiempos caracteristicos que, mediante 
el rnbtodo de cuadrados minimos, conducen a 10s valores de %('I, rii) y c?) consignados 
en las liltimas columnas de esa tabla. 
Tal como sucediera con las curvas del grupo A, la liltima columna de la Tabla 111.4 
muestra que los valorem de c!') no son wnstantes, ea decir que el paso de traslacib entre 
dos segmentos depende de la ordenada. En wnsecuencia, la aparente superposici6n de 
las curvas d l o  se lograria utilizando el valor medio = 7, que difiere solamente en un 
8% del valor establecido mediante la superposici6n grata. 
Figura 111.8: Esquema del procedimiento de un hico tiempo de relajacidn empleado para 
construir la aparente curva maestra. 
Por otra parte, para hallar la expresi6n analitica de la seudo-curva maestra se considera 
que s(') = 72) exp [7di ) /k(7 .  - x)] y una frecuencia up), ambos determinados a la 
temperatura T. Cuando y(') se incluye en el interval0 de las mediciones realizadas a 
T8, la abscisa logwp) se lee directamente del grlfico de la curva individual medida a la 
temperatura de referencia. En carnbio, si el valor y(') &lo se rnide a una temperatura Tj 
distinta de T, entonces la abscisa correspondiente a Ta se calcula segfin 
- c r ) ( ~ j  - T') logw!') = log wj 
c2 + (T j  - Ta) 
donde logwfl es la abscisa a la temperatura Tj. Cabe seiialar que se ha considerado el 
valor de c!) correspondiente al nivel aunque no se introduce demasiado error si se 
utiliza el valor medio c. 
Luego, a partir de los puntoa (logut), log dq), representados en la Fig. 111.9, se trata 
de establecer la dependencia funcional r (w) . Esta dependencia se logra mediante un ajuste 
por el d t o d o  de cuadrados m'nimos (con un coeficiente de correlacib 0.996), por el cual 
se establece que 
donde B = 0.12 depende de la temperatura de referencia y a = -0.67 es una constante. 
Reemplazando la ec. 111.11 en la ec. 111.9 se obtiene la forma analitica de la seudo-curva 
Tabla 111.4: Parte real de la adaptabilidad d i n h c a  reducida del poli(n-octil metacrilato), 
temperaturas de 10s segmentos superpuestos (el valor subrayado corresponde a la curva 
elegida como referen cia), en t alpia y tiempo caract erii tico de cada mecanismo y coeficient e 
Cl de la ec. WLF, determinados por el procedimiento del rinico tiempo de relajacidn 
aplicado a las curvas del grupo B. 
que proporciona un buen ajuate de aquella construida por superposici6n graca ,  tal como 
lo muestra la Fig. 111.10. En consecuencia, el procedimiento del linico tiempo de relajaci6n 
se puede utilizar no a610 para explicar la aparente superposici6n de las curvas medidas a 
diferentes temperaturas sino tambidn para describir analiticamente la aeudo-curva maes- 
tra. 












111.2 La determinacidn de espectros 
T(K) 
268; 273; 277; 283 
212; 283; 288; 293 
W, 288; 293; 298; 303; 307 
288; 293; 298; 303; 307; 312; 317 
2QS; 303; 307; 312; 317; 323; 327; 333 
307; 312; 317; 323; 327; 333; 339 
312; 317; 323; 327; 333; 339; 344 
u; 323; 327; 333; 339; 344 
W; 333; 339; 344; 353 
344; 353; 362; 373 
a 362; 373; 382; 393 
To = 146 K 
111.2.1 Comparaci6n de 10s espectros obtenidos 













Conociendo la evoluci6n de una propiedad mechica (medida en un amplio interval0 de 
tiempo o frecuencia) y 10s valores de 10s m6dulos o adaptabilidades limites, 10s espec- 

























log Iw  (s-')I- 
Figura 111.9: Tiempo caractedstico T(')  del liniw proceso con el cual se aproxima la curva 
maestra de la Fig. 11.2 en un entorno de la frecuencia wf ) ,  representado en funcidn de 
w p .  
comparar las funciones de distribucibn obtenidas seglin cada uno de estos m6todos se con- 
sideran 10s datos dinhicos medidos por Ferry y colaboradores en PIB [8]. Tal como se 
sefialara en la seccibn 11.2 del capitulo 11, estas mediciones forman parte de un completo 
estudio del comportamiento viscoelbtico de polimeros amorfos que se desarrollb en varios 
laboratorios de E.E.U.U., usando mueatras de PIB surninistradas por el National Bureau 
of St andards. En general, 10s diferentes trabajos proporcionaron 10s datos exclusivarnente 
en forma grfica por lo que cualquier posterior procesamiento de 10s mismos requeria 
deterrninar 10s valores a partir de las curvas, representadas en escala doble-log, introdu- 
ciendo un error mucho mayor que el experimental. En el trabajo seleccionado, en cambio, 
se incluye una completa tabla de las componentes real e imaginaria de la adaptabilidad 
dinhica,  medidas en funci6n de la frecuencia a distintas temperaturas, lo cual garantiza 
una mayor precisibn en el &lculo de laa funciones de distribucibn. 
log i w (s*')] --s 
Figura 111.10: Curva maestra del poli(n-octil metacrilato determinada por el procedi- 
mien to del u'nico tiempo de relajacibn, comparada con 10s puntos experimentales despla- 
zados por la superposicidn grdfica. 
En primer lugar se considera la determinaci6n del espectro que realizaran Ferry y otros 
investigadores [a] mediante el mktodo aproxirnado.' Efectivamente, a partir de laa curvas 
individualea representadas en la Fig. 11.1, aplicando el concept0 de variable reducida, 
estos autores construyeron la curva maestra que se muestra en la Fig. 11.2 y verificaron la 
validez de la relaci6n WLF. Luego, empleando el mdtodo de Williams-Ferry [9], detallado 
en el Apkndice C, se determin6 el espectro de retardo como la derivada de la curva 
maestra evaluada en w = rl. Este espectro aproximado a primer orden se representa en 
la Fig. 111.11 (a) y, cuando se lo integra de acuerdo a la ec. 1.33 conduce a la curva (a) de la 
Fig. 11.2. Volviendo a la funci6n de distribuci6n determinada a primer orden, Bsta resulta 
aproximadamente igual a la determinada por Tobolsky y colaboradorea [lo, 1 11 mediante 
ensayos de relajaci6n de tensiones en PIB. Mh alin, estos investigadores aproximaron el 
espectro por una distribucibn trapezoidal de pendiente 0.5 que luego fuera interpretada 
por la teoria molecular de Rouse [12] y que se representa en la Fig. 11.10 mediante una 
linea punteada. 
Por otra parte, el espectro de retardo tambikn puede calcularse por el mdtodo ana- 
l i t i w s a  lo se debe conocer la dependencia funcional de la curva maestra log Jf I 
versus log w ,  representada en la Fig. 11.2. Tal mmo se ha visto en la seccicin anterior, esta 
dependencia puede establecerse por el procedimiento de un bniw tiempo de relajacibn. 
En efecto, si se consideran 10s valores de log Ji y las eorrespondientes frecuencias (deter- 
minadas directamente a partir de la curva maestra), seiialados en la primera y segunda 
columna de la Tabla 111.5, respectivamente, se pueden calcular los tiempos caracteristiws 
correspondientes a un linico proceso de retardo empleando la ecuaci6n 
I que describe la evolucidn de la parte real de la adaptabilidad dinAmica de un SAE1. Los 
tiempos caracteristicos correspondientes a 10s diferentes valores de J', se resumen en la I 
tercera columna de la Tabla 111.5. I 
L 
Tabla 111.5: Adaptabilidad dindmica Ji y frecuencia w de puntos de la curva maestra de la 
I Fig. 11.2, intersecados por la curva de i n  SAE de tiempo caracteristico r y adaptabilidades 
La -aci6n de 10s pares (log w, log r )  dados por las do. 6ltimas columnas de 
la tabla pueden ajustarse mediante una regresicin lineal con un coeficiente de wrrelacicin r I I 'Lr ~ropiedsda. del SAE se detsllan en el Aphdice A. 
T = -.9993; de este modo, la relaci6n ~ ( w )  corresponde a la ec. 111.1 1 con B = 0.165 y 
a = -0.67. Entonces, reemplazando la ec. 111.1 1 en la ec. 111.13, la dependencia funcional 
de la curva ma~stra resulta 
Luego, igualando las ecs. 1.33 y 111.14 se llega a la ecuacicin integral 
cuya soluci6n permite determinar la funci6n de distribuci6n de 10s tiempos de retardo. 
Para resolver esta ecuaci6n integral se consideran 10s cambios de variables: x = u - ~ ,  
( = T - ~  y se definen las constantes X = 2(1 + a )  y w, = ~-'l('+"), con lo cud la 
ec. 111.15 puede expresarse como 
Esta ecuaci6n tiene la forma general de la transformaci6n de Stieltjes cuya soluci6n, s e g b  
se detalla en el Ap6ndice C, permite expresar al espectro de retardo como 
siendo x = ln(w,r). Esta funcicin de distribucicin es simbtrica, estd centrada en x = 0, 
esto es, en In T = - In w,, y su semiancho a altura mitad es arg cosh[2 + cos(An/2)]/A. 
En particular, con 10s valores de B y a determinados para el PIB resultan lnw, = 2.4, 
X = 0.66 y un semiancho igual a 2.4. Este espectro "analiticon se represents en la 
curva (b) de la Fig. 111.11 y se compara con el espectro aproximado a primer orden y con 
el sugerido por Tobolsky y colaboradores. 
El espectro aproximado tiene su miximo en log T,, = -2.4, es decir que, dentro del 
error experimental coincide con el mdximo determinado por el m6todo analitico. La ma- 
yor diferencia entre estos dos espectros, sin embargo, estd dada por la falta de simetria 
de la funci6n aproximada. En efecto, para 10s tiempos caracteristicos mayores que T,,, 
el espectro aproximado se trunca, mientras que, para 10s tiempos menores decrece sua- 
vemente, describiendo una forma de distribuci61.1 que se ha generalizado en la literatra 
clbica de polimeros a1 establecer que [4, piig.641: "En general 10s procesos riipidos se 
revelan con m b  detalle en el espectro de relajaci6n y 10s procesos lentos, en el espectro de 
retardo. En consecuencia, es recomendable exarninar ambos espectros". Este predominio 
de los procesos rzipidos cuando se mide un mbdulo, o de 10s procems lentos, al estudiar 
una adaptabilidad, se contradice con la interconversi6n de espectros que establece que en 
Figura 111.11: Representacidn del espectro de retardo del PIB calculado a partir de la 
curva maestra log Ji versus log w segdn 10s mdtodos: (a) aproximado, (b) anali'tico y 
(c) indirect o, 
un medio viscoel&tico lineal arnbas funciones de distribucibn (de tiempos de relajacirin y 
de retardo) proporcionan la misma informaci6n. Tobolsky y colaboradores, sin embargo, 
tambib enfatizaron la asimetria del espectro de retardo del PIB, a1 aproximarlo por una 
distribuci6n trapezoidal con una pendiente igual a 0.5. De esta manera, empleando 10s 
mhtodos aproximado o indirecto, se obtienen dos funciones de distribuci6n que conducen 
a diferentes interpretaciones fisicas. 
Para establecer cud es la verdadera funci6n de distribucicin y analizar 10s motivos de 
la discrepancia en la simetria de 10s espectros aproximado y analitico, se emplea el mhtodo 
indirecto. De acuerdo a este mhtodo se debe proponer un espectro con el que se trata de 
ajustar la curva maestra determinando 10s pariimetros de la distribucibn. En 10s trabajos 
de Feltham [13] y otros investigadores [14] se plausibiliza la elecci6n de una funci6n de 
distribuci6n lognormal bashdose en la distribuci6n gaussiana de 10s mecanismos que 
evolucionan en un polimero. Sin embargo, alin cuando la distribuci6n de mecanismos no 
fuera gaussiana, las diversas causas que modifican la respuesta mechnica de las estructuras 
moleculares, conducen a una distribuci6n lognormal de tiempos de relajaci6n. En efecto, 
dentro de 10s factores independientes que afectan el comportamiento mednico de un 
polimero amorfo se destacan: 
la distribucibn del peso molecular de las cadenas [13]; [4, pig2291 y de su rnicroes- 
tructura [15]. 
la existencia de rarnificaciones y sus caracteristicas [16]-[18]. 
la presencia de enlaces entrecruzados [19]-[21], su polifuncionalidad [22]-[24] y la 
distribucibn de las longitudes de 10s segmentos de cadenas entre enlaces consecuti- 
vos [21, pig. 1801. 
las cadenas pendientes constituidas por extremos de cadenas libres [25]. 
la presencia de especies moleculares que no se unen a ninghn punto de la red y 
de cadenas con entrecruzamientos2 que no pueden deshacerse debido a 10s enlaces 
quimicos y que constituyen nuevas ligaduras [26]. 
Luego, cada estruct ura molecular que constituye un mecanismo caracterizado por un 
tiempo de respuesta T dependerii de cada uno de 10s agentes que modifican la evolucibn 
m d i c a  del sistema. Si bien todos 10s agentes actGan simultineamente, se puede suponer 
que cada factor contribuye a aumentar en ST el tiempo que requiere esa estructura para 
llegar a1 estado de equilibrio. Por ejemplo, si aumenta el nGmero de entrecruzamientos, 
la movilidad de las cadenas se reduce y, en consecuencia, aumenta el tiempo necesario 
para alcanzar el equilibrio. Entonces, si ti es una variable que rnide la influencia de 10s 
entrecruzamientos sobre el tiempo de relajacihn de la estructura sin entrecruzarnientos 
(ri-I), el aumento en el tiempo de respuesta resulta 
donde & es la intensidad o efecto que tiene la causa i-bima sobre el tiempo caracteris- 
tico 7;-1. Por lo tanto, la suma de todas las intensidades, consideradas como variables 
aleatorias independientes, puede expresarse como 
siendo T, el instante en el cual se perturba el sistema y T = T, - el tiempo de relajaci6n 
que caracteriza a la evoluci6n del sistema una vez evaluados todos 10s factores que afec- 
tan a la estructura molecular. De acuerdo a1 Teorema Central del Limite [27, p&g.246], 
cualesquiera sean las distribuciones de las variables aleatorias ti, su suma -dada en la 
2En in&&: entanglements. 
ec. 111.19- es asintbticamente normal. Por otra parte, si el increment0 del tiempo de 
relajacibn con cada factor estructural es pequeiio, entonces la ec. 111.19 se transforma en 
Luego, la distribucibn de in r es normal, o bien, la distribucibn de 10s tiempos caracteris- 
ticos de 10s diferentes procesos meciinicos que actlian es lognormal. 
Figura 111.12: Curvas maestras del mddulo dinrimico del PIB obtenidas a partir de 10s 
espectros: (a) aproxirnado a primer orden; (b) analitico y (c) lognormal. Las cruces 
muestran la curva maestra construida con 10s puntos experimental-. 
Una vez fundamentada la elecci6n de la funci6n de distribucibn lognormal, se trata 
de ajustar la curva maestra propuesta por Ferry y colaboradores [8] determinando 10s 
parhetros p y r,. Tal como se represents en la Fig. 111.12 (c), se obtiene una buena 
aproximacibn para log r, = -2.6 y ,!? = 2.7. En la Fig. 111.11 la distribucibn caracte- 
rizada por estos parimetros se compara con las calculadas por 10s mdtodos aproximado 
y analitico. Se observa que el espectro "analitico" y el lognormal tienen pricticamente 
el rnismo miiximo que la curva determinada por la aproximaci6n a primer orden. Sin 
embargo, tanto la distribucicin lognormal como la establecida por el mhtodo analitico son 
simdtricas, mientras que el espectro determinado a primer orden es asimhtrico a1 punto 
de haber sido representado por una distribucibn trapezoidal con un tiempo de retardo 
mkimo [10,11]. Luego, de la comparaci6n de 10s espectros resulta una manifiesta dis- 
crepancia respecto a la forma y al interval0 de tiempos caracteristicos sobre el cual se 
extiende la funcibn de distribucidn. A pesar de esta discrepancia, las curvas maestras cal- 
culadas a partir de 10s tres espectros muestran un buen ajuste a 10s puntos experimentales 
como se observa en la representaci6n doble-log de la Fig. 111.12. Es decir que la escala 
doble-logaritmica no es muy sensible a1 tip0 de funci6n de distribucibn; por lo tanto, para 
una determinaci6n precisa del espectro debe proponerse otra represent aci6n alternativa. 
111.2.2 Funciones viscoelist icas normaliiadas 
Las curvas de las propiedades mechicas suelen representarse en la escala doble-logaritmica 
porque en la zona de transicibn, extendida sobre varias d&adas de tiempo o hecuencia, 
cualquier propiedad varia aproximadamente tres 6rdenes de magnitud. Sin embargo, 
pueden considerarse otras representaciones como, por ejemplo, la normalizada. En efecto, 
si V es una propiedad como la adaptabilidad de termofluencia, el mcidulo de relajaci6n 
de tensiones o la parte real de una propiedad dindrnica, que evoluciona desde un valor 
minimo Vm a un mkimo V., su valor normalizado es 
Por su parte, si V corresponde a la parte imaginaria de una funci6n dinhica  caracterizada 
por un pico, la funci6n viscoelbtica normalizada se define como 
Entonces, de acuerdo a la ec. 111.21 la funci6n normalizada f varia desde cero cuando 
V = Vm hasta uno para V = VM, siendo igual a 0.5 para el valor medio V* = (Vm + 
v ~ ) / 2 .  Es decir que, en la representaci6n normalizada, el valor medio difiere lo mismo 
del valor miiximo que del minimo, distribucibn homoghnea de 10s datos que, sin embargo, 
no se observa en la representacicin doble-logaritmica. En efecto, considerando que el 
cociente VM/Vm es del orden de lo3, la diferencia entre la mixima ordenada log(VM) y 
log(V*) se reduce prkticamente a log 2 S 0.3. La diferencia entre log(V*) y la minima 
ordenada log(Vm), en cambio, es igual a log[(Vm + VM)/2Vm] que, en general, es mayor 
o igual a 2.7. Entonces, en la representacihn doble-log 10s valores de V mayores que V* 
se agrupan en una pequeiia regi6n de ancho log2, mientras que 10s valores menores se 
extienden en casi tres 6rdenes de magnitud. Esta distribuci6n de 10s datos lleva a un 
espectro distorsionado debido a que en la regi6n "cornprimidan donde V* < V < VM 
no hay suficiente sensibilidad para determinar las derivadas y, en consecuencia, para 
1 
calcular las funciones de distribuci6n aproximadas. En carnbio, en el grifico nonnalizado 
10s datos se distribuyen proporcionalmente a 10s valores de las propiedades mecinicas, lo 
cual constituye una representaci6n sensible a la forma de la funci6n de distribucibn. Para 
ilustrar a t e  concepto, confome al ejemplo analizado en la secci6n anterior, se considera 
la parte real de la adaptabilidad dinthica, J', y la distribucibn lognormal de tiempos de 
retardo, L, dada en la ec. 1.48. Esta distribucibn simktrica puede expresarse como 
siendo 
10s espectros correspondientes a dos sistemas polimhricos caracterizados por mecanismos 
riipidos y lentos, respectivamente, cuyas condiciones de normalizacicin son 
Entonces, a partir del espectro de retardo se puede calcular la adaptabilidad J' s e g h  la 
ec. 1.33; en particular, para 10s espectros Lr y L, se calculan las adaptabilidades 
Cabe observar que en esta ecuaci6n se considera que tanto el sistema caracterizado por Ll 
como el asociado a L, tienen la rnisma adaptabilidad instanthea J,, con lo cud resulta 
Las curvas de las adaptabilidades Jt(x), J[(x) y J:(x) ponen de manifiesto las con- 
tribuciones de todos 10s mecanismos de retardo, las de 10s procesos rBpidos y las de 10s 
procesos lentos, respectivamente, tal como se muestra en la representaci6n doble-log de 
la Fig. 111.13. En esta figura se observa que para las frecuencias mQ altas ( x  2 O), 
J' y J: coinciden, es decir que la contribuci6n de 10s procesos lentos es pricticamente 
depreciable y por ende, 10s espectros obtenidos a primer orden a partir de J' y J: son 
prkticamente iguales cuando x >> 0. Por su parte, cuando la frecuencia tiende a cero, 
J' y Jl son pricticamente paralelas a1 eje horizontal con una diferencia aproximada a 
log 2. Entonces 10s espectros a primer orden derivados de J' y J: para 10s tiempos carac- 
teristims mucho mayores que rm son ambos iguales a cero. En consecuencia, aunque las 
Figura 111.13: Represent acidn doble-logarit mica de la componente real de la adapt abi- 
lidad diniimica: la linea llena corresponde a J' y las punteadas (a) y (b) a Ji y J,!, 
respectivamen t e. 
adaptabilidades J' y Ji se han evaluado con el espectro lognormal y su mitad especular 
izquierda, respectivamente, 10s espectros aproximados a primer orden resultan iguales. Es 
decir que la representacicin doble-logaritmica no es sensible a la diferencia entre L y L, 
ya que expande la regicin donde ~610 se manifiestan 10s mecanismos miis riipidos (7 << 7,) 
y convierte priicticamente en constantes las porciones de las curvas que evidenciarian la 
diferencia de 10s espectros. En efecto, esta diferencia en la respuesta puede observarse si se 
considera la componente real de la adaptabilidad normalizada. Combinando las ecs. 1.33 
y 111.21 dicha funcicin normalizada resulta 
AdemL, las funciones normalizadas parciales f r  y f,, definidas reemplazando L par Li y 
L,, respectivamente, verifican que 
para todo valor de x. Las funciones f ,  fr y f, representadas en la Fig. 111.14 muestran 
que cuando x < 0 
y, de acuerdo a la ec. 111.30 
mientras que, para x > 0 
con lo cual 
Entonces, la aproximaci6n de L a primer orden permite calcular el espectro de retardo a 
Con esta ecuaci6n se obtienen 10s siguientes espectros aproximados 
Estas expresiones limites coinciden con las definiciones de Ll y L, dadas en las ecs. 111.24 
y 111.25, respectivamente. Luego, aplicando el mhtodo aproximado a primer orden, las 
curvas normalizadas brindan informaci6n genuina sobre la distribuci6n de 10s tiempos 
que caracterizan a 10s mecanismos viscoelkticos. La representaci6n doble-log, en carnbio, 
enmascara la contribuci6n de 10s procesos lentos ya que para T > T,,, la derivada es 
priicticamente nula. De la misma manera,el griiiico doblelogaritrnico de la componente 
imaginaria de cualquier propiedad d inhica  tampoco da toda la informaci6n sobre el 
espectro. Efectivamente, la Fig. 111.15 muestra las curvas de log Jtt(x)  correspondientes a 
un h i c o  mecanismo y a dos funciones de distribucibn lognormales de diferente pa rhe t ro  
/3. Estas curvas no son muy diferentes y, en comcuencia, el espectro de retardo que 
en la primera aproximaci6n coincide con la funci6n J" evaluada en y = -x, resulta 
prdcticamente el mismo para las tres curvas. 
En cambio, si se considera la representacib normalizada de las componentes imagina- 
rias, tal como se muestra en la Fig. 111.16, se puede distinguir la forma de cada distribuci6n 
lognormal debido a las diferencias en altura y en el semiancho de 10s picos a altura mitad. 
La representacibn normalizada tarnbibn resulta m& conveniente que el griifico doble- 
log, cuando se trata de hallar el espectro por el mhtodo indirecto. En efecto, en trabajos 
Figura 111.14: Componente real de la adaptabifidad dinrimica nonnalizada: la lhea llena 
corresponde a f y las punteadas (a) y (b) a las curvas fi y f,, respectivamente. 
previos [28]-[31] se han desarrollado procedirnientos para determinar si el espectro aso- 
ciado a cualquier propiedad mednica es lognormal y, en ese caso, establecer 10s parhetros 
que lo caracterizan. Estos procedimientos se basan en relaciones de recurrencia y valores 
especiales de las funciones viscoelbticas normalizadas. Por ejemplo, si la componente 
real de una funci6n dindmica normalizada verifica que 
entonces puede afirmarse que el espectro es simdtrico. AdemL, ya que el punto de inflexi6n 
estB caracterizado por la ordenada 0.5 que corresponde a x = 0, se puede determinar Tm 
como la inversa de la frecuencia asociada a1 punto de inflexi6n. Finalmente, a partir de 
las reladones de recurrencia de f es posible establecer si la distribucib es lognormal y, en 
tal caso, cud1 es el valor del parhet ro  /3 [28]. En cambio, si se considera la representaci6n 
doble-log, atin para un espectro simhtrico no se obtiene una expresi6n anhloga a la ec 111.38, 
es decir que, a priori del grifico log V versus x no se puede establecer si la funci6n de 
distribudb es simhtrica. Por otra parte, en un grhfico doble-log el punto de inflexi6n 
de f (que permitia determinar 2,) no constituye un punto singular sin0 que &lo puede 
caracterizarse por la ordenada log(V*). Luego, el valor de Tm se calcula con mucho error ya 
que log(V*) pertenece a la porcib de la curva donde hay poca sensibilidad (V 2 V*). Adn 
X 
Figura 111.15: Grrifico doble-log de J" versus log (wrm) = x ,  considerando: (a) un dnico 
mecanismo caracterizado por un tiempo de retaxdo T, y, (b) y (c) dos funciones de 
distribucibn Iognormales, ambas centradas en Tm y de parhetros P = 1 y P = 2, 
respectivmen te. 
suponiendo que el espectro fuera lognormal, y considerando el valor de Tm determinado 
a partir de log(V*), la obtenci6n del parimetro /3 resulta bastante imprecisa. En efecto, 
este pardmetro se calcula mediante las relaciones de recurrencia propuestas para f que, 
si bien pueden escribirse en thrminos de log V, en este tiltimo caso conducen a un valor 
de t!? determinado con mucho error debido a la distorsi6n de la escala logaritmica. 
De la rnisma manera, si se desea calcular la funci6n de distribuci6n a partir de la 
componente imaginaria de una propiedad dinhica, en primer lugar se puede establecer 
la simetria del espectro considerando que un pic0 simktrico corresponde a una distri- 
buci6n simhtrica. En ese caso, el tiempo medio de la distribucihn es igual a la inversa 
de la frecuencia correspondiente a1 miximo del pico [31], con lo cual el valor de Tm se 
determina con mayor resolucicjn a partir de un pico agudo, esto es, empleando la repre- 
sentacihn normalillada. Ademh, usando las relaciones de recurrencia de las propiedades 
dintimicas [31] se puede establecer si la funci6n de distribuci6n es lognormal. Si es asi, 
como el pardmetro /? se calcula del ancho del pico a altura mitad [28], es mejor utilizar 
la representaci6n normalizada ya que el valor de ,8 se halla a partir del ancho del pico 
Figura 111.16: Represent aci6n normalizada de la parte imaginaria de la adaptabilidad 
dintiinica, consideran do las distri buciones empleadas en la Fig. 111.15. 
al 50% de su altura mkima. En el griifico doble-log, en cambio, el ancho se mide a un 
95% de la altura mixima del pico, de mod0 que la determinacibn de P es bastante miis 
imprecisa ya que, como se muestra en la Fig. 111.15, si se considera el error experimental 
las curvas correspondientes a p = 0 y p = 1 pueden ser evaluadas prhcticamente como 
una 6nica curva. 
En sintesis, ya sea que se considere una funci6n cuasiestiitica o una diniimica, la 
representacibn normalizada es mib sensible para establecer la forma y 10s pariimetros de 
la funci6n de distribuci6n. 
Luego, volviendo a1 ejemplo de la adaptabilidad dinAmica del PIB, para determinar 
si 10s espectros aproximado e indirect0 son sim6tricos, o si permanece la discrepancia 
obtenida al emplear 10s griificos doble-log, en primer lugar se construye la curva maestra 
normalizada para la funci6n J'. 
En la Fig. 111.17 se representan con cruces 10s puntos de la curva maestra normalizada; 
cabe observar que aunque 10s valores de f pr6ximos a uno se caracterizan por una gran 
dispersibn, las relaciones de recurrencia de f permiten describir el espectro como una 
distribuci6n lognormal. En efecto, primeramente se determina la abscisa del punto de 






para el espectro lognormal 
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Figura 111.17: Datos de Jt (w)  medidos en PIB, reducidos a 298 K segu'n 10s pasos de 
traslacidn dados en [8] y normalizados (+). La curva de f corresponde a una funci6n de 
distribucidn lognormal de parhetros log Tm = -2.6 y ,O = 2.7. 
ver que f satisface la ec. 111.38. Es decir que la funci6n de distribuci6n asociada a f 
es simhtrica centrada en un tiempo medio T, = (w*) '~.  AdemAs, se puede ver que f 
satisface las relaciones de recurrencia de una distribuci6n lognormal a partir de las cuales 
se puede obtener el valor de p. Efectivamente, con 10s parbmetros log Tm = -2.6 y 
D = 2.7 se calcula la funci6n 
que logra un buen ajuste de 10s datos experimentales como se observa en la Fig. 111.17. 
Por lo tanto, a partir de J' se obtiene un espectro lognormal, es decir, una contribuci6n 
simetrica de 10s procesos de retardo caracterizados no s6lo por tiempos de retardo T 5 rm 
sino tambihn por aquellos T > T,. En cambio, el espectro determinado a partir del 
griifico doble-log enfatiza la influencia de 10s mecanismos riipidos, cayendo rbpidamente 
a cero para 10s tiempos mayores que Por otra parte, el espectro tambiCn puede 
calcularse utilizando el mhtodo aproximado, esto es, aplicando la ec. 111.35 a la curva 
maestra normalizada de la Fig. 111.17. Calculando la derivada numhricamente, se obtiene 
la funci6n de distribuci6n representada por circulos en la Fig. 111.18. Tambihn este espectro 
es una funci6n simktrica centrada en el mismo tiempo medio T, aunque es m b  ancha y, en 
consecuencia, de menor altura que la distribucidn exacta. Entonces, la componente real de 
la adaptabilidad dindmica normalizada provee, no d lo  mediante el mhtodo indirect0 sino 
tambidn a trav& del mbtodo aproximado, un espectro simdtrico. Esto prueba la distorsihn 
tanto de las funciones viswelhticas como de las funciones de distribuci6n determinadas 
a partir de la representaci6n doblelogaritrnica de cualquier propiedad mecinica. 
Figura 111.18: Funcicin de distribucicin de tiempos de retardo del PIB. La linea llena es una 
funcibn lognormal caract erhada por log T, = -2.6 y ,O = 2.7; 10s espectros aproximados 
a primer orden calculados a partir de la curva nonndizada y del grifico doble-log, se 
represen tan mediant e 10s circulos (0) o las cru ces (+), respectivamen t e. 
111.3 Interconversidn de las funciones de distribu- 
ci6n normalizadas 
En el Cap. I se ha seiialado que 10s espectros describen cuantitativarnente la participaci6n 
de cada rnicromecanismo caracterizado por un tiempo de respuesta T ,  en la evoluci6n 
mechica de un dado sistema viscoel~tico lineal. Sin embargo, 10s espectros de retardo 
Z y de relajackjn H, no mnstituyen verdaderas funciones de- distribuc36n ya que su in- 
bgralak6 Was 10s valores de r es igual a 6 J  o SG, como se indka en las ecs. 1.32 y 
2.36, r&p&ivamente. En consecuencia, L y H no'pueden caracterizarse &lo a trav& de 
parArmhm estad1'sticos sin0 que tambihn deben considerar 10s d d u l o s  o adaptabilidades 
limites: Esta combinacibn de la informacibn sobre loti m i a o ~ s m o s  y la respuesta 
macros&pica&l sistema puede resolverse, sin embargo, si se emplean los espectros nor- 
M d o s  en forma t d  que 
Ademis, considerando la intensidad de relajacibn definida en la ec. 1.9, las ecs. 111.40 
y 111.41 pueden expresarse como 
htonces, las funciones Q y 9 descriptas por 10s parhmetros estadisticos tales como su 
valor medio, su varianza, etc. no dependen explicitamente de 10s valores limites de la 
propiedad mednica medida. En efecto, Q y @ constituyen verdaderas funciones de dis- 
tribucibn en forma tal que la integral de Q (o 9 )  entre 10s tiempos caracteristicos TI y 
T* es igual a la probabilidad de que 10s procesos con tiempos de retardo (o de relajaci6n) 
entre TI y 72 contribuyan a la evoluci6n de la adaptabilidad (o del m6dulo) medida. A1 
igual que 10s espectros L y H, las funciones de distribuci6n normalizadas tambiCn es- 
tiin interrelacionadas. En efecto, a partir de la interconversi6n de L y H, dada por las 
ecs. 1.38 y 1.39, y empleando las definiciones de \E y @ sepbtienen las siguientes f6rmulas 
de interconversibn 
Entonces para un scilido viscoelLtiw (170 -+ oo) el espectro interconvertido depende 
no d l o  de 10s partimetros estadisticos del espectro wnocido sin0 adem& de la evolucicin 
mechica del material a travb de la intensidad de relajacicin A. Esto significa que dos 
materiales viscoel~ticos lineales caracterizados por el mismo espectro normalizado de 
relajacibn, por ejemplo, pueden tener diferentes curvas de termofluencia si tienen diferen- 
tes intensidades de relajaci6n. Sin embargo, si las intensidades SGA y SGB de estos dos 
materiales, denominados A y B, son diferentes pero los m6dulos limites verifican que 
entonces, 10s valores de A y, en consecuencia, 1os espectros transformados s e r h  10s mismos 
para ambos materials. En sintesis, las ecuaciones 111.45 y 111.46, que wnstituyen un nexo 
entre 10s procesos de relajaci6n y retardo, dependen no scilo de 10s partimetros estadisticos 
de la distribucicin original sin0 adem& de la informacicin macrosccipica provista por la 
intensidad de relajacicin relativa A. Luego, para analizar la influencia de 10s parhetros 
estadisticos y de A en 10s espectros normalizados convertidos, las ecs. 111.45 y 111.46 se 
aplicarh a funciones de distribucibn conocidas. 
111.3.1 b i c o  tiernpo de relajaci6n 
A partir de la expresicin del espectro de relajacibn H correspondiente a un SAE (ec. I.44), 
aplicando la definicibn de dada en la ec. 111.41, el espectro de relajacicin normalizado 
correspondiente a un hnico proceso con tiempo de relajaci6n T, es 
Reemplazando la ec. 111.48 en la fcirmula de interconversicin 111.46, resulta 
Esta expresicin es igual a cero para cualquier tiempo de retardo T, except0 cuando T tiende 
a rc(l + A), donde diverge. Luego, el espectro de retardo tambihn puede ser escrito en 
thrminos de una delta de Dirac seghn 
donde T, es el tiempo medio de retardo dado por 
Anaogamente, si el espectro de retardo fuera descripto por una distribuci6n de Dirac 
centrada en T,, el espectro de relajacicin convertido corresponderia a un linico proceso con 
un tiempo caracteristico re = r,,/(l+ A). La ec. 111.51 no proporciona una nueva relaci6n 
ya que tambihn puede deducirse a partir de la ecuacicin diferencial del SAE, como se 
muestra en el Ap6ndice A, sin embargo, muestra que el tiempo medio de retardo depende 
no 8610 del parhetro estadistiw re sino tarnbib de la intensidad de relajaci6n A. 
111.3.2 Funcihn de distribucihn rectangular 
Considerando la definicicin del espectro rectangular dada en la ec. 1.45, el espectro rec- 
tangular norrnalizado de relajaci6n resulta 
siendo y = ln(r/rm). Reemplazando la ec. 111.52 en la ec. 111.46 se obtiene la siguiente 
funci6n de retardo normalizada 
Este espectro se anula cuando el numerados es cero, p r o  wnduce a una indeterminaci6n 
cuando tanto el numerador como el denominador son nulos. En efecto, definiendo 
cuando y > 7, la ec. 111.53 puede escribirse como 
Entonces, de acuerdo a1 Ap6ndice G, esta expresicin es cero para todos 10s valores de y, 
except0 cuando g(y) es cero, esto es, cuando y toma el valor 
senh (9 7) 
senh (2) 
Para y = yo, Q diverge, es decir que fuera del interval0 (-7, r) ,  Q puede expresarse wmo 
una delta de Dirac centrada en yo y cuya intensidad I puede determinarse usando la 
ec. G.5 del Ap6ndice G. En efecto, considerando la derivada de g en yo, es fiicil probar 
- l + A  r senhr 1 = -  
A2 senh (:) senh' (y 7) 
En consecuencia, el espectro de retardo convertido tendri una porci6n continua entre -7 
y 7, m b  una discontinuidad en yo, es decir, 
1 + A  7 senhr 
A' senh (2) senh (9 7) 8(v - 90) 
La parte continua de este espectro convertido es una funci6n de y bastante compleja 
que estd parametrizada en A y en el factor estadistico 7. Luego, fijando por ejemplo el 
valor de 7, se puede evaluar la influencia de A en la porci6n continua del espectro. En 
efecto, la Fig. 111.19 muestra el tramo continuo de 10s espectros convertidos a partir de 
un espectro de relajaci6n rectangular con 7 = 1, para diferentes valores de A. 
Y 
Figura 111.19: Porcidn continua del espectro de retardo convertido a partir de una funcidn 
de distribucidn de tiempos de relajaubn, rectangular normalizada, con 7 = 1, parametri- 
zada para diferentes valores de A. 
Es claro que a medida que A crece, la integral del espectro continuo, esto a, la 
probabilidad de tener un tiempo de retardo entre -7 y 7, se reduce. 
Por otra parte, la Fig. 111.20 muestra la probabilidad del proceso aislado caracterizado 
por la delta de Dirac, descripta por la intensidad I que crece ripidamente manteniendo 
la condici6n de normalizaci6n de todo el espectro. En particular, cuando A > 50 esta 
probabilidad es pricticamente uno para cualquier valor de 7 ya que la porci6n continua del 
espectro convertido tiende a cero y s6lo queda el proceso de retardo centrado en yo. Esto 
significa que, cuando A es grande, el rnismo sistema polimhrico que se relaja debido a un 
conjunto continuo de mecanismos equiprobables, cuando se aplica una tensi6n constante 
evoluciona como un tinico proceso de retardo caracterizado por el tiempo r0 = T,, eve. 
7 
Figura 111.20: Dependencia de la intensidad del u'nico proceso de retardo convertido a 
partir de una distribucibn rectangular, con el semi-ancho 7 de em distribuci611, para las 
int ensidades de relajacibn in dicadas. 
Adem&, la dependencia de yo con A, que se ilustra en la Fig. 111.21, para diferentes 
valores de 7, muestra que a medida que A crece, las curvas yo versus log A, pararnetrizadas 
en 7, tienden a un conjunto de rectas paralelas dadas por yo = 2.303 log A + ln(senhy/y). 
111.3.3 Funci6n de distribuci6n trapezoidal 
Reemplazando en la ec. 111.41 la definici6n del espectro trapezoidal dada en la ec 1.47, se 
obtiene la siguiente distribuci6n trapezoidal normalizada de tiempos de relajaci6n 
Entonces, de acuerdo a la fcirmula de interconversi6n dada por la ec. 111.46, el espectro 
normalizado de retardo correspondiente a @ resulta 
La integral que aparece en el denominador de la ec. 111.60 se puede expresar en thrrni- 
nos de la funci6n hipergeomktrica Fl(l ,  1, -a, 2; u, v) (32, pig. 10531 que depende de 
Figura 111.21: Curvas de yo versus log A, pararnetrizadas en 7. yo = ~ I ~ ( T ~ / T ~ )  donde Tm 
es el tiempo medio del espectro rectangular normalizado y T, es el tiempo de retardo del 
proceso singular descripto por la delta de Dirac. 
dos variables, u y v, y del parimetro a. Esta expresidn general, sin embargo, no es 
&ti1 para conocer la dependencia funcional de \Ilr except0 cuando se consideran valores 
particulares de a. Por ejemplo, si a = 0 el espectro trapemidal se reduce a una distribu- 
ci6n rectangular de tiempo medio T, y serniancho 7. En efecto, teniendo en cuenta que 
F1(l, 1, 0, 2; u, v) = u-I ln(1- u), y que cuando a tiende a cero, a-I senh(a7) tiende a 
a, se puede probar fiicilmente que la ec. 111.60 se reduce a la ec. 111.53. Por otra parte, si 
a = -0.5 el valor principal de la integral de la ec. 111.60 puede resolverse considerando el 
cambio de variables exp(y - w) = tgh2v mediante el cual 
que, reemplazada en la ec. 111.60 da el siguiente espectro normalizado de retardo 
1 +A 
@(Y) = 4 &&(,/2) e-'l2 P(r/ + 7) - %I - 711 
r2A2 A c-U-712 senh(r/2) + eenh(y/2) 
16 cd12(~/2) e-Y ['(I + 7) - '(Y + 7)12 + {I - 4- ln 1 h ( ~ l 2 )  - d ( ~ / 2 )  I) (111.62) 
Cuando -7 < y < 7 el espectro de retardo es una funcidn continua cuya integral decrece 
a medida que A aumenta, como se ilustra en la Fig. 111.22 para 7 = 3. En efecto, el 
k e a  bajo la curva del espectro de retardo convertido en el intervalo (-7, r ) ,  esto es, la 
probabilidad de que evolucionen mecanismos con tiempos de retardo entre T,,, e'r y T, er , 
disminuye cuando A crece. 
Figura 111.22: Porci6n continua del espectro de retardo convertido a partir de una funci6n 
de distribuci6n trapezoidal de pendiente cr = -0.5 y semiancho 7 = 3, parametrizada en 
distin tos valores de A. 
De acuerdo a la ec. 111.42, sin embargo, la integral del espectro de retardo normalizado 
debe ser uno, es decir que falta considerar otra contribuci6n. En efecto, a6n cuando el 
numerador de la ec. 111.62 sea cero fuera del intervalo (-7, r),  la funci6n \E presenta una 
singularidad cuando tambikn el denominador se hace cero. Luego, definiendo 
de acuerdo a1 Aphndice G, fuera del intervalo (-7, 7) la ec. 111.62 puede expresarse como 
una delta de Dirac centrada en el cero de g, denominado y*. La determinaci6n de y* se 
efectlia numhricamente y su dependencia con A se representa en la Fig. 111.23. 
Es decir que, de rnanera anriloga a1 espectro rectangular, el espectro trapezoidal con 
a = -0.5 se convierte en una funci6n de distribuci61-1 de tiempos de retardo que se puede 
dividir en dos partes: un espectro continuo, definido sobre el mismo intervalo de tiempo 
Figura 111.23: Curvas de y* versus log A parametrizadas en y. y* = ln(r*/r,) siendo T* 
el tiempo de retardo del proceso singular que se obtiene en la conversidn del espectro de 
relajacidn trapezoidal caracterizado por el semiancho y y la pendiente cr = -0.5. 
que el espectro de relajacibn, y un proceso de retardo singular cuyo tiempo caracteristico 
T* = T, ey' es mayor que el miiximo tiempo de retardo de la porci6n continua. Ademb, 
de la ec. G.5 del Ap6ndice G se obtiene la intensidad de relajaci6n de la delta de Dirac 
del espectro convert ido 
que da la probabilidad de tener un proceso de retardo caracterizado por un tiempo de 
respuesta T*. Esta probabilidad aumenta con A como se observa en la Fig. 111.24, siendo 
pricticamente uno cuando A >> 1. 
Si bien se prob6 para 10s casos particulares de 10s espectros rectangular y trapezoidal, 
en general se puede establecer que cualquier funci6n acotada de tiempos de relajaci6n 
se convierte en un espectro de retardo dividido en una porci6n continua mis un proceso 
singular de retardo cuya probabilidad aumenta con A. Tambihn el espectro de relajaci6n 
muestra una divisicin similar cuando se considera la conversicin de una distribuci6n acotada 
de tiempos de retardo. En este caso, la transformacicin da una porci6n continua definida 
sobre el rnismo interval0 de tiempo que el espectro de retardo, m& un dnico proceso cuyo 
tiempo de relajaci6n es menor que el minimo tiempo de la distribuci6n continua. 
Figura 111.24: Intensidad del tiempo de retardo del proceso singular obtenido a partir 
de una distribuci6n trapezoidal de semiancho 7, representada en funci6n de log A para 
diferen tes valores de 7. 
111.3.4 Funcihn de distribucihn lognormal 
De la definici6n del espectro lognormal de tiempos de retardo, dada en la ec. 1.48, divi- 
diendo por SJ se obtiene la ecuaci6n del espectro lognormal normalizado 
Entonces, reemplazando esta expresi6n de Q en la ec. 111.45 e introduciendo la variable 
w = y/P, el espectro de relajaci6n convertido resulta 
donde 
Como I (w)  no puede expresarse en tCrminos de funciones conocidas, la dependencia de 
@(to) con el pariimetro estadistico p y con la intensidad de relajaci6n A se deben calcular 
numhricamente. En particular, si el par&metro esti fijo, el espectro convertido depen- 
der& sblo de A. Para ilustrar esta dependencia se considera el valor de P obtenido para 
el espectro de retardo asociado a la curva maestra log Ji versus log w del PIB. En efecto, 
a partir del mhtodo indirecto, en la secci6n 111.2 se estableci6 que el espectro de retardo 
es una distribucibn lognormal de parimetro /3 = 2.7, centrada en log?, = -2.6. Por 
su parte, 10s valores limites, J, y J,, de la curva maestra determinan una intensidad de 
relajacidn A = 2.8 x lo3. Entonces, considerando el pariimetro estadistico P = 2.7 en la 
Fig. 111.25 se representa la funcicin de relajaci6n convertida @(w) para diferentes valores 
de A. 
Figura 111.25: Espectros de relajacidn n ormalizados, convertidos a partir de una fun- 
cidn de distribuci6n lognormal de tiempos de retardo, caracterizada por @ = 2.7, para 
A = lo, 102y103. 
Se observa que, a medida que A crece, el espectro de relajacibn convertido se desplaza 
hacia tiempos de relajaci6n menores que 10s de retardo, pierde su simetria y se angosta. 
En particular, cuando A = lo3 el espectro convertido puede asociarse, prbcticamente, a 
un linico proceso de relajacibn con un tiempo de respuesta re = Tm/ (1  + A). Ahora bien, 
de acuerdo a1 parbgrafo 111.3.1, un sistema con un linico tiernpo de relajaci6n T,, sometido 
a u n  ensayo a tensi6n constante, evoluciona como un finico proceso caraderizado por 
un tiempo de retardo T, = re (1  + A), es decir que el espectro de retardo re-convertido 
deberia ser una delta de Dirac centrada en 7,. Sin embargo, es una distribucicin lognormal 
centrada en Tm con un semiancho dado por P = 2.7. Esta contradicci6n surge a1 utilizar 
una intensidad de relajacibn muy grande o, de manera equivalente, a1 asumir la validez 
de la curva maestra. 
Sint esis 
Para analizar el PSTT y la interconversi6n de las funciones de distribuci6n, se consideraron 
datos de la literatura de polimeros que sirvieron para justificar la superposici6n tiempo- 
temperatura y para caracterizar 10s espectros a partir de modelos moleculares. 
Se detennin6 la falta de rigurosidad del PSTT ya que las curvas individuales medidas 
a las diferentes temperaturas no verifican las condiciones de traslaci6n. En efecto, las 
derivadas de 10s segmentos individuales no se superponen cuando se desplazan horizon- 
talmente de acuerdo a 10s pasos de traslaci6n utilizados para construir la curva maestra. 
Ademk, este paso de traslaci6n es una especie de promedio grdfico de 10s desplazamien- 
tos que deben realizarse para formar la useudo-curva maestra", tal como se demuestra 
mediante el procedimiento del linico tiempo de relajaci6n. 
Con respecto a la determinaci6n de espectros, se estableci6 una contradicci6n en- 
tre las funciones de distribuci6n determinadas por 10s mdtodos aproximado y analitico 
o indirecto. La misma fue resuelta analizando la distorsi6n de la representacibn doble- 
logaritmica y proponiendo como alternativa el uso de las funciones viscoeldsticas norma- 
lizadas. Estas funciones normalizadas enfatizan las inconsistencias del PSTT y conducen 
a espectros que son verdaderas funciones de distribuci6n. 
Por liltimo se analiz6 la interconversi6n de funciones de distribuci6n tipicas: rectan- 
gular, trapezoidal y lognormal. En este anBlisis se manifest6 una nueva contradiccibn 
product0 del uso de la curva maestra. En efecto, para valores altos de la intensidad de re- 
lajaci6n relativa, independientemente de la distribuci6n de partida, se obtiene un espectro 
convertido que puede asociarse prticticamente a un rinico proceso de relajaci6n. 
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Capitulo IV 
La validez del PSTT no es rigurosa, segtin se ha establecido en el capitulo anterior a 
t ravb del formalismo que describe a una familia de curvas caracterizada por una relaci6n 
de traslaci6n. A pesar de esto, normalmente se emplean las seudo-curvas maestras para 
estudiar la evoluci6n de las propiedades mechicas de 10s polimeros y para caracterizar 
fisicamente a 10s micromecanismos que acttian. 
En el caso de una funci6n cuasiestitica o de la curva maestra de una propiedad di- 
nimica, para construir una curva maestra basta con suponer que sus limites inferior y 
superior son iguales a 10s que alcanzaria cada curva individual si se pudiera determinar 
su evoluci6n completa. Es decir que basta con suponer que 10s iimites J, y J,, o sus red- 
proms G, y G,, no dependen de la temperatura. De esta manera, las curvas individuales 
resultan funciones sigmoidales que si bien pueden ser diferentes entre si, estin todas ca- 
racterizadas por 10s mismos mcjdulos o adaptabilidades limites. En consecuencia, se hace 
dificil evaluar si la superposici6n de 10s segmentos individuales es rigurosa ya que se trata 
de funciones de variaci6n suave que se extienden entre 10s mismos limites. Adem&, a h  
cuando 10s segmentos individuales no se superpongan completamente, las desviaciones en 
el empalme de las curvas medidas a diferentes temperaturas suelen ser minimizadas. Esto 
se observa, por ejemplo, en la Fig. 111.3 donde las curvas individuales 9610 se superponen 
parcialmente ya que sus extremos se desvian de la seudo-curva maestra en un orden de 
magnitud de la escala de frecuencia. A pesar de estas dificultades en el ajuste de 10s 
segmentos medidos a varias temperaturas, una prueba concluyente de que el PSTT no se 
cumple est i  dada por la falta de superposici6n de las derivadas de las curvas individuales. 
En efecto, estas derivadas no son tan suaves como las respectivas funciones viscoeldsticas 
y ademb, enfatizan las diferencias en 10s pariimetros que caracterizan la evoluci6n del 
sistema polim6rico a cada temperatura. 
En el caso de 10s picos de la parte imaginaria de una propiedad dinimica o de la 
tangente de grdida,  las diferencias entre las curvas individuales, que son m6s abrup- 
tas, manifiestan claramente la imposibilidad de construir una curva maestra, sin que sea 
necesario recurrir a las derivadas. 
Por lo tanto, ya sea a travCs de las curvas individuales, o bien de sus derivadas, 
se observan diferencias entre el comportamiento del sistema a una dada temperatura y 
aquel determinado por la aparente curva maestra. En este context0 es interesante seiialar 
que en la norma brithica BS 903-A42 para la relajacibn de tensiones en compresi6n se 
establece que [1]: ". . . ni es seguro extrapolar las curvas de relajaci6n de tensiones despuCs 
de periodos de tiempo considerablemente mayores que aquellos cubiertos por el ensayo, 
ni utilizar ensayos efectuados a temperaturas miis altaa como ensayos acelerados que dan 
la informaci6n sobre la relajaci6n de tensiones a temperaturas menores." 
Efectivamente, el PSTT puede determinar inconsistencias como la que se manifiesta 
en el modelo propuesto por Schwarzl y colaboradores [2] para describir el comportamiento 
mechico de la goma poliuretano. Estos investigadores establecieron que las curvas exp& 
rimentales G' versus w podian describirse conforme a la teoria de Rouse [3], mediante la 
expresi6n 
donde R es la constante de 10s gases, N es el n6mero de segmentos gaussianos en 10s 
cuales puede dividirse la cadena, M, es el peso molecular promedio de un segment0 de 
cadena entre dos enlaces cruzados consecutivos y 
Ti = 
[ 2 ~  sen (%)I 
siendo 71 el tiempo de relajaci6n mhimo que depende de la temperatura. Se puede 
probar fsicilmente [4,5] que, definiendo las variables: x = lnw, y = ln(G'/T), z = T y 
h(z) = ln 71, la ec. IV.l puede expresarse en la forma de la ec. F.7 del Ap4ndice D, es 
decir que las curvas descriptas por la ec. IV.1 satisfarian el PSTT. Sin embargo, la ec. N.1 
aproxima mejor 10s datos experimentales en la regi6n central de la curva maestra que, 
de acuerdo a las Figs. 111.2 y 111.5 es donde el PSTT no se verifica. Entonces resulta 
evidente la inconsistencia planteada a1 tratar de describir el comportarniento mechico 
del poliuretano mediante el modelo de Rouse que verifica el PSTT cuando, en realidad, 
las derivadas de las curvas individuales muestran que la superposici6n no es viilida. 
No obstante esta y otras inconsistencias que surgen de la falta de rigurosidad de la su- 
perposici6n tiempo-temperatura, el arnplio uso de la curva maestra determi116 el desarrollo 
del procedimiento del 6nico tiempo de relajaci6n para describir la seudo-superposici6n de 
las curvas medidas a diferentes temperaturas. Efectivamente, en la ec. 111.6 se ha de- 
mostrado que las curvas ln(Gf/T) versus Inw correspondientes a un SAE satisfacen la 
superposici6n tiempo-temperatura cualquiera sea la dependencia funcional de T(T). Este 
result ado que puede generalizarse para las demb funciones viscoeldsticas fue empleado en 
el procedimiento de un linico tiempo de relajaci6n considerando que la funci6n r(T) estd 
dada por la ec. VFTH tal como se indica generalmente en la literatura de polimeros [6, 
pig. 2891. De esta manera, la evoluci6n de T con la temperatura se describe a trav& del 
factor pre-exponential r0, la entalpia de activacihn H y la temperatura To. 
Tal como lo seiial6 Feltham en un trabajo sobre funciones de distribucibn [7], log^, 
es proportional a la entropia del sistema; por su parte, la entalpia H caracteriza a cada 
micromecanismo y la temperatura To suele determinarse empiricamente. Entonces, el 
procedimiento del linico tiempo de relajacibn permite establecer la dependencia de 7, y H 
con la funci6n viscoelbtica, suponiendo que To es constante. Una suposici6n alternativa 
consistiria en mantener H constante, en cuyo caso la dependencia de T con la propiedad 
medida se reflejaria en 10s valores de r0 y To. Esta segunda posibilidad, sin embargo, 
equivale a establecer que toda la evoluci6n del sistema se debe a un linico mecanismo 
caracterizado por una entalpia de activaci6n 3C, condicidn que a priori se desconoce. Ade- 
d, tal como se detalla en el ApCndice E, la temperatura To es proportional al cociente 
entre la fracci6n de volumen libre y el coeficiente de expansicin thrmica, ~ardmetros que 
manifiestan la misma dependencia con la propiedad mecdnica medida; por lo tanto, se 
puede suponer que To es constante. 
Fijando el valor de To, con el procedimiento del linico tiempo de relajaci6n se obtienen 
las entalpias y 10s factores pre-exponenciales correspondientes a 10s diferentes niveles 
y(;) de la propiedad mecdnica medida. Si tanto r0 como 'H son independientes de y(i), 
entonces el sistema evoluciona como un Gnico proceso y cada una de las curvas individuales 
corresponde a un SAE cuyo tiempo caracteristico depende de la temperatura seglin la 
ec. VFTH. En este caso, se satisface el PSTT y 10s pasos de traslaci6n verifican la relaci6n 
WLF. En cambio, si para cada nivel de la funci6n viscoeldstica y(i) se determina una 
entalpia H()) diferente, es decir, si en la evolucib mechica del polimero actlian varios 
mecanismos, entonces no se satisface la superposici6n tiempo-temperatura. En efecto, 
el PSTT exige la traslaci6n horizontal rigida de las curvas de una propiedad mechica 
medida en funci6n del tiernpo o la frecuencia, a varias temperaturas. Esta traslacibn 
queda caracterizada por el paso l o g a ~ ,  que tal como se indica en la ec. 1-54, depende 
de H, de To y de la diferencia de la temperatura de 10s segmentos superpuestos pero es 
independiente de la propiedad viscoel&tica. En dntesis, el PSTT equivale a establecer 
que el sistema evoluciona seglin un linico mecanismo estructural caracterizado por una 
entalpia de activaci6n 3-1 ya que, si 'FI dependiera de habria un paso de traslaci6n 
para cada nivel y, en consecuencia, no se produciria un desplazamiento rigido. 
La respuesta mecdnica descripta por una linica entalpia H, puede manifestarse a tra- 
v b  de movimientos moleculares m& o menos cooperatives seg6n el valor de T,, ya que 
su dependencia con el nivel y(') no afecta a1 paso de traslacibn. En efecto, a medida que 
To aumenta, la respuesta del sistema se asocia con el movimiento de un mayor niimero 
de unidades estructurales (segmentos de cadenas entre dobles ligaduras, segmentos entre 
dos enlaces entrecruzados consecutivos, etc.), todas caracterizadas por la misrna entalpia 
3-1. Como ejemplo se podria considerar un pok'mero arnorfo lineal de alto peso molecular 
que, ante una excitaci6n mechica, manifiesta una reorientacicin de sus cadenas funda- 
mentalmente debido a rotaciones alrededor de sus uniones dobles. Siendo 'H la energia de 
activaci6n correspondiente a la rotacibn de dos mon6meros unidos por una doble ligadura, 
el tiempo requerido para la reorientaci6n de un segment0 de cadena estari dado por la 
ec. VFTH, donde r0 aumenta a medida que crece el n6mero de mon6meros que se mueven 
cooperativarnente. 
Este ejemplo muy simplificado de la evolucicin de un sistema polimhrico enfatiza las 
falencias del PSTT ya que, en general, la estructura de un polimero incluye ramificaciones 
mhviles, entrecruzamientos, particulas de reforzante, etc., cuyas interacciones con la red 
del polimero no pueden describirse con una linica entalpia de activaci6n. Por ejemplo, en el 
caso de las curvas de poliuretano y de poli(n-octil metacrilato) analizadas en este trabajo, 
se obtuvieron diferentes entalpim dependiendo del nivel y(') de la propiedad mednica 
medida. Estas entalpias, sin embargo, no manifestaron una dependencia funcional con y(') 
sin0 que mostraron una dispersi6n. Por lo tanto se calcul6 una entalpia promedio o, de 
manera equivalente, un promedio de 10s coeficiente Cl que permiti6 describir 10s pasos de 
traslaci6x-1, logar, mediante la ec WLF. Tal como se seiialara a1 construir la seudo-curva 
maestra, este promedio corresponde a1 promedio efectuado grificamente al tratar de 
superponer los segmentos individuales evitando grandes desviaciones de la seudo-curva 
maestra. 
En consecuencia, para que un conjunto de mediciones de una propiedad mechica 
evaluada a diferentes temperaturas satisfaga el PSTT, por un lado se debe suponer que 
los m6dulos o adaptabilidades limites no dependen de la temperatura; por otra parte, 
habiendo propuesto la relaci6n de VFTH, tanto la entalpia de activaci6n 3-1 como la tem- 
peratura To deben ser aproximadarnente constantes en todos 10s segmentos individuales 
a fin de contar con una traslaci6n rigida que adem& verifique la relaci6n WLF. Es inte- 
resante puntualizar, sin embargo, que se han realizado trabajos en 10s cuales se plantea 
empiricamente una modificaci6n en la superposici6n de 10s segmentos individuales que 
permite obtener una seudo-curva m w t r a  bashdose en la presencia de dos mecanismos 
tQmicamente activados que tienen entalpias distintas [8,9]. Por ejemplo, 10s ensayos di- 
nimicos a distintas temperaturas realizados por Saunders y colaboradores en poli(n-butil 
metacrilato) [lo] no podian empalmarse mediante pasos de traslacicin que verificaran la 
ec. WLF. Posteriorrnente, sin embargo, Ferry propuso construir la seudo-curva maestra 
superponiendo, por un lado, las curvas individuales correspondientes a temperaturas pr& 
x b a s  pero superiores a la T, (sub-regi6n vitrea) y, por otro lado, aquellas medidas en la 
zona de transici6n [6, pdg. 3071. Asi se estableci6 que cerca de la sub-regi6n vitrea, el 
sistema evolucionaba debido a 10s movimientos de las cadenas principales, caracterizadas 
por una entalpia ?tp, mientras que en la zona de transici6n, la respuesta dependia funda- 
mentalmente de la reorientacidn de las cadenas lateral-, a la que se asoci6 una entalpia de 
activaci6n distinta X I .  La existencia de estas dos entalpias no se contradice con el PSTT 
sino con la ecuacicin VFTH, ya que si bien se puede construir una seudo-curva maestra, 
10s pasos de traslacibn no verificarajl la relacibn WLF. 
En lo referente a la representacibn de las propiedades mechicas, en el ca~itulo ante- 
rior se mostr6 la conveniencia de la representacibn normalizada respecto al grhfico doble- 
logaritmico. La distorsibn de 10s grzificos doble-log determina una funci6n de distribucicin 
incompleta y, por ende, una interpretaci6n incorrecta del comportamiento viscoelktico. 
Esta distorsicin ya habia sido observada por Plazek y colaboradores [ll] al representar 
curvas individuales de la adaptabilidad de termofluencia del polist ireno. Estos autores 
sugirieron que: "Los grdficos doble-log, aunque dtiles para representar y caracten'zar a L 
y J sobre toda la escala de tiempo, tienden a distorsionar la magnitud y signijicado del 
aumento de la adaptabilidad desde J, hasta J, y del pico del espectro. Quizcis se ob- 
tendria una perspectiva mcis precisa rnediante grcijicos sernilogaritmicos de J ( t )  y L(r)." 
Sin embargo, son 10s grdficos normalizados 10s que relinen las mejores caracteristicas ya 
que permiten hallar el espectro como una verdadera funcibn de dsitribucibn y ademb 
destacan algunas inconsistencias en las suposiciones empleadas en el PSTT. En efecto, 
volviendo a la Fig. 111.1'7, que represents la seudecurva maestra de la componente real de 
la adaptabilidad d inh ica  normalizada del PIB, se puede observar que cuando la curva 
tiende a uno, no hay una buena superposici6n de 10s datos medidos a las diferentes tem- 
peraturas. Esto se debe a que 10s segmentos individuales no tienden a1 mismo valor de 
equilibrio ya que J, depende de la temperatura. A1 considerar el empalme de las curvas 
normalizadas de Jff, estas diferencias en el ajuste aumentan debido a que se trabaja con 
funciones d s  abruptas. Efectivarnente, a1 trasladar 10s picos individuales medidos a las 
diferentes temperaturas, el empalme no resulta satisfactorio ya que se intenta superponer 
picos descriptos por dist intos mecanismos. Luego, para poder construir un "seudo-pico 
maestro", un criterio consiste en desplazar horizontalmente 10s picos individuales hasta 
superponer las mediciones realizadas a las frecuencias m b  altas (laderas derechas), in- 
dependientemente de la dispersibn que resulte a las frecuencias m k  bajas. Este tipo 
de ajuste --que parece haber sido el empleado por Ferry y colaboradores para construir 
la curva reducida de la referencia original [12]- fue usado para obtener la curva de la 
Fig. IV.1. Esta seudo-curva maestra que muestra mayor dispersi6n que la obtenida por 
la superposicib de 10s respectivos segmentos normalizados de J' sin embargo, puede ser 
+ rnodiciortea norrnalirodas 
- usando un espectro lognormal 
+ 
Figura IV.l: Curva maestra normalizada construida con las mediciones de JN realizadas 
en PIB (+I, desplazadas segu'n 10s pasos de traslaci6n dados en [12]. La funcibn g repre- 
sentada por una Iinea llena corresponde a un espectro de retardo lognormal de parhetros: 
log 7, = -2.6 y /3 = 2.7. 
aproximada .por la funci6n 
00 
= 1- e-w2 arg uah(z + ~ u ) )  du, 
considerando el espectro lognormal determinado a partir de la curva maestra de f. Asi, 
10s pariimetros /3 = 2.7 y log rm = -2.6 caracterizan la evoluci6n promedio manifestada 
por las seudo-curvas maestras de ambas funciones normalizadas, f y g. 
Ahora bien, 10s pariimetros del espectro del PIB tambi6n pueden determinarse a partir 
de algunas curvas individuales empleando las relaciones de recurrencia de las funciones 
diniimicas correspondientes a un espectro lognormal [13]. En efecto, en el caso de una 
propiedad diniimica, la Tabla D.2 del Ap6ndice D muestra que si se consideran aquellas 
curvas individuales cuya componente real contiene a1 punto de inflexi6n y cuya respec- 
tiva componente imaginaria incluye el mkimo del pico, entonces se puede establecer si 
la distribuci6n es lognormal y cudes son 10s parimetros que la caracterizan. Tal es el 
caso de las curvas individuales medidas en PIB a 313 K y 323 K, a partir de las cuales 
se establece que ambas corresponden a un espectro lognormal centrado en log Tm = -2.6 
con un semiancho /3 = 2.1, que es menor que el calculado para la curva maestra. Esta 
reducci6n en el valor de /3 se debe a que 10s p i m  individuales son m& angostos (P  menor) 
que el pico de la seudo-superposicidn, ensanchado por la dispersi6n de su rama izquierda. 
Considerando este nuevo valor de /3, mediante la ec. IV.3 se obtiene un mejor ajuste de 
10s datos normalizados de Jn, fundamentarnente alrededor del pico, arin a pesar de la 
gran dispersi6n que se observa en la Fig. IV.2. Esta dispersibn, que habia sido enmasca- 
+ medicionst normoliradas 
- con un espectro lognormal 
+ 
Figura IV.2: Curva maestra de las mediciones nonnalizadas de JN(w) para el PIB [12]. 
Los puntos se aproximan por la funcibn g wrrespondiente a un espectro lognormal wn 
= -2.6 y = 2.1. 
rada por la representacidn doble-logaritmica, evidencia las diferentes alturas de 10s picos 
normalizados puntualizando otra discrepancia con el PSTT. En efecto, la altura de 10s 
picos es proportional a J, - Jg ,  por lo cual la diferencia de alturas significa que 10s valores 
limites de las curvas individuales no son constantes sino que dependen de la temperatura. 
Por otra parte, si con el nuevo valor de /3 se recalcula f utilizando la ec. 111.39, se obtiene 
la funcibn representada en la Fig. IV.3. Esta funcihn, a1 igual que la correspondiente a1 
= 2.6, tarnbiCn se ajusta a las mediciones en la regidn media de la curva, esto es, cerca 
del punto de inflexi6n de las curvas individuales empleadas para determinar 10s parhetros 
de la distribucibn. Sin embargo, el ajuste de 10s extremos empeora ya que el parhet ro  
/3 = 2.1 no considera el comportamiento promedio de l a  curvas medidas a otras tempe- 
raturas, Por lo tanto, si bien las funciones normalizadas permiten una determinaci6n no 
distorsionada de 10s espectros, la construccibn de las curvas rnaestras normalizadas puede 
log [waT(s-I)] 
Figura IV.3: Mediciones reducidas y normalizadas de J'(w) para el PIB [12], aproximadas 
por la curva f de un espectro lognormal de partimetros log T = -2.6 y /3 = 1. 
proporcionar una descripci6n inexacta de la funci6n de distribucibn, ya que en ellas se 
supone que ni los m6dulos o adaptabilidades limites ni 10s partimetros de la distribucibn 
dependen de la temperat ura. 
Con respecto a las funciones de distribucibn que describen el comportamiento mechnico 
de polimeros amorfos, se han considerado espectros acotados en un intervalo finito de 
tiempos de relajacibn o de retardo, asi como otros que se extienden sobre todo el intervalo 
de tiempos de respuesta, Entre 10s primeros, 10s d s  citados en la literatura son: el 
rectangular, asociado a polimeros con una amplia distribucibn de pesos moleculares [14,15] 
que, en general, se determinan empiricamente, y el trapezoidal, que de acuerdo a la teoria 
de Rouse, caracteriza a soluciones diluidas y a algunos polimeros amorfos no diluidos. 
Efectivarnente, para las soluciones diluidas, la teoria molecular establece un espectro 
discreto de tiempos de relajaci6n que puede aproximarse por la siguiente distribucihn 
continua [6, pig. 1891. 
donde a es la longitud de un segmento de la cadena del polimero, P es el niimero de 
mon6meros en una cadena, n es la densidad numhrica de molhculas del polimero, C, es el 
coeficiente de fricci6n de un segmento, k es la constante de Boltzmann, T es la temperatura 
absoluta y T es el tiempo de relajaci6n. Entonces, para conocer la evoluci6n del sistema 
polim6rico ante un ensayo a amplitud de tensi6n constante, es decir, para hallar la forma 
del espectro de retardo, se puede utilizar la f6rmula de interconversi6n de las distribuciones 
normalizadas calculando el espectro O y, luego, con 10s valores limites de la curva maestra, 
determinando L. Sin embargo, en general, el espectro L suele calcularse directamente a 
partir de H mediante la interrelaci6n de espectm dada en la ec. 1.39. M b  a h ,  si H es 
proportional a 7'lI2, lejos del mhimo de la distribucibn, la ec. 1.39 ha sido aproximada 
por la expresi6n [16, pdg. 961 
1 
De esta ecuaci6n se obtiene L a menos de un factor que posteriormente se deterrnina 
igualando la integral de L a 6J. Es decir que mediante la condici6n de normalizaci6n, 
L y, en consecuencia, \Ir deberian ser funciones de distribuci6n trapezoidales con una 
pendiente a = 0.5. En carnbio, si \Ir se calcula usando la ec. 111.46, no s6l0 se obtiene una 
distribucicin trapezoidal de pendiente a = 0.5 sin0 que ademb aparece una contribuci6n 
adicional que corresponde a un dnico proceso de retardo. Esta conversi6n del espectro 
trapezoidal normalizado depende de la intensidad de relajaci6n A y del semi-ancho del 
espectro, y; entonces, para analizarla se consideran 10s valores de A y 7 tipicos de la 
teoria de Rouse. Como esta teoria se aplica en la zona de transici6n donde las propiedades 
mechicas varian alrededor de tres cirdenes de magnitud, entonces A Y lo3. Ademb, el 
espectro H dado por la ec, IV.4 se extiende prkticamente sobre tres dtkadas de tiempo 
de relajacihn, lo que corresponde aproximadamente a 7 = 3. Usando estos valores de 
A y 7, de la ec. 111.46 se obtiene el espectro de retardo cuya componente continua se 
representa en la curva (c) de la Fig. 111.22. En este grBfico doble-log es fh i l  ver que 
la componente continua puede aproximarse por un espectro de retardo trapezoidal con 
a = 0.5. Esta curva, sin embargo, no constituye el espectro de retardo cornpleto sin0 que 
adem& se debe incluir la componente discreta dada por una delta de Dirac cuya posici6n 
y* e intensidad I se representa en 1as Figs. 111.23 y 111.24, respectivamente. En particular, 
la intensidad de la delta de Dirac, es decir, la probabilidad de tener un mecanismo de 
retardo caracterizado por el tiempo T = T,,, eg, es 0.994 (segirn la ec. 111.63). En cambio, 
la porci6n continua del espectro convertido, integrada entre -y y 7, es igual a 6 x de 
mod0 que su contribuci6n a la evoluci6n del sistema es prkticarnente despreciable frente 
a la probabilidad de respuesta asignada a1 proceso aislado. En sintesis, la conversi6n del 
espectro de relajaci6n trapezoidal normalizado indica que, ante un ensayo a amplitud 
de tensicin constante, el material se caracteriza prhticamente por un liniw proceso de 
retardo. 
Este andlisis de la interconversi6n del espectro trapezoidal pone de manifiesto una con- 
tradicci6n en la descripci6n de 10s mecanismos estructurales del polimero ya que cuando 
se considera, por ejemplo, un ensayo de relajaci6n de tensiones, el material evoluciona 
debido a un conjunto de procesos (caracterizados por el espedro H), en cambia, ante un 
ensayo de tennofluencia, el mismo polimero se comporta prhticamente como un linico 
micromecanismo. Esta contradicci6n no es exclusiva de 10s espectros acotados sin0 que 
tambikn se produce cuando se consideran las funciones de distribucibn no acotadas como 
la lognormal. Efectivamente, cuando se convirti6 el espectro lognormal de retardo del PIB, 
caracterizado por el parlimetro @ = 2.7, para la intensidad de relajaci6n A = 2.8 x lo3, 
prdcticamente se obtuvo el espectro de relajaci6n de un pro- caracterizado por un 
tinico tiempo de respuesta T, = ~ , / (1  + A). Esta dualidad en la descripci6n de 10s me- 
canismos que evolucionan en el PIB (espectro de retardo lognormal con @ = 2.7 o linico 
proceso con un tiempo de relajaci6n re) surge como consecuencia de asumir la validez 
de la curva maestra. En efecto, a partir de las curvas individuales del PIB medidas a 
diferentes temperaturas, las relaciones de recurrencia (referidas en el Agndice D) no s6lo 
permiten describir estas curvas en t6rminos de una distribuci6n lognormal, sino que tam- 
bihn proporcionan la intensidad de relajaci6n de las curvas individuales. De esta manera 
se obtienen 10s valores A = 9.4 para la curva medida a 313 K y A = 23.1 para las medi- 
ciones realizadas a 323 K (estas intensidades de relajaci6n tambi6n fueron corroboradas 
mediante un formalismo [17] que considera la altura y el ancho de 10s picos individuales de 
la tangente de p6rdida calculada como el cociente J N / J ' ) .  Si bien el valor /? = 2.1 de las 
curvas individuales es un poco menor que el calculado para la curva maestra, la diferencia 
m h  importante se manifiesta en las intensidades de relajacihn que resultan dos 6rdenes 
menores que el valor de A correspondiente a la curva maestra y ademds, dependen de 
la temperatura. Con estos nuevos valores de A se obtienen 10s espectros de relajaci6n 
representados en la Fig. IV.4, 10s cuales ya no pueden ser interpretados como un linico 
proceso de relajaci6n. Es decir que la contradiccicin entre el espectro de retardo lognormal 
y la distribucibn de tiempos de relajaci6n que prkticamente es una delta de Dirac, es 
una consecuencia del valor ext remadamente alto de la intensidad de rela jaci6n calculada 
a partir de la curva maestra. 
Por lo tanto, alin cuando pueda construirse una seudo-curva maestra, mediante la 
interconversi6n de espectros tambihn se llega a la conclusi6n de que para estudiar el com- 
portamiento m d n i c o  de 10s polimeros amorfos en la zona de transicibn entre 10s estados 
vitreo y tipo-goma se deben utilizar las curvas individuales medidas a diferentes tempe- 
raturas. En este sentido, el ejemplo del PIB muestra que algunos segmentos individuales 
proporcionan suficiente informaci6n referente a 10s mecanismos que actlian a una dada 
temperatura. Estos mecanismos, sin embargo, pueden estar ausentes o, por el contrario, 
no ser suficientes para describir la evoluci6n del sistema a otras temperaturas. 
En lo que respecta a la evoluci6n mecdnica de un material viscoeldstico, si bien en a t e  
trabajo se ha hecho referencia a1 modelo molecular de Rouse, m& recientemente se han 
Figura IV.4: Espectros normalizados de relajacidn convertidos a partir de una distribucidn 
lognormal con P = 2.1. 
desarrollado modelos moleculares que brindan una mejor aproximacihn de la estructura 
de la red polim6rica. Estos modelos no han sido analizados en detalle ya que este trabajo 
se refiere a conceptos bbicos como la superposici6n tiempo-temperatura y la interconver- 
si6n de espectros, 10s cuales suelen emplearse para corroborar 10s modelos moleculares. 
Por otra parte, la estructura de 10s polimeros es tan compleja que a h  en 10s modelos 
m L  recientes se siguen datacando las falencias para dar una descripci6n completa de 
los rnicmmecanismos que actitan. Sin embargo, es interesante discutir brevemente qu6 
sucede con 10s tiempos caracteristicos correspondientes a1 modelo de una cadena rep- 
tante [18]-[21] que fuera posteriormente extendido para describir a un sistema de muchas 
cadenas ramificadas y entrecruzadas [22]. En este sistema se producen movimientos de- 
bid0 a tres procesos: reptacihn (movimientos de 10s segment- de las cadenas), difusihn 
de Einstein-S tokes y reordenamiento de 10s entrecruzamientos. De estos tres procesos, el 
comportamiento de una cadena ramificada es controlado fundamentalmente por la repta- 
cihn, que aumenta exponencialmente de acuerdo a la longitud de las ramificaciones [23, 
cap. VIIIJ, (241. En efecto, para un dado peso molecular, la estructura de un polimero de 
cadenas rarnificadas es m b  compacta que la de un polimero lineal, en consecuencia, la vis- 
cosidad del sistema (dada por el desplazamiento de las cadenas principales --difusi6n-) 
se reduce. Por otro lado, las ramificaciones aumentan el nlimero de entrecruzamientos y, 
por ende, la viscosidad aumenta. El primer proceso se manifiesta d lo  cuando la cadena 
principal es muy larga, pero en general, el movirniento del sistema est6 controlado por la 
reptacicin de las rarnificaciones, cuyo tiempo caracteristico es [22] 
- r ( L ,  L,) eaLe Trep 
siendo L la longitud de la cadena principal, L, la longitud de la cadena lateral, a! una 
constante pr6xima a uno y T(L ,  L,) un factor pre-exponencial cuya dependencia con L, 
es mucho menor que la expenencial, eQL* . 
La ec. IV.6 es vAlida para un sistema de cadenas monodispersas, pero a1 estudiar las 
propiedades mechicas de una muestra polimkrica, en general se trabaja wn muestras po- 
lidispersas. Doi y Edwards [25] establecieron que la polidispersi6n de pesos moleculares 
ensancha el espectro y modifica cuantitativa y cualitativamente las conclusiones referidas 
a la reptaci6n de un sistema de cadenas entrecruzadas. AdemL, como la dependencia del 
tiempo de relajaci6n con el peso molecular es T or M3 1261, atin cuando las ramificacio- 
nes Sean pricticamente monodispersas, la polidispersicin modifica mucho 10s tiempos de 
respuesta del sistema. 
En particular, si la distribuci6n de L, siguiera una estadistica gaussiana, la distribucilrin 
de 10s tiempos caracteristicos resultaria lognormal. Si bien esta conclusi6n t&rica no ha 
sido corroborada por las experiencias de reptacibn realizadas hasta hoy, algunos anilisis 
quimicos de las estructuras moleculares hacen plausiblea a t e  tipo de distribuci6n para la 
longitud de las ramificaciones [23, cap. VIII]. Entonces, 10s conceptos desarrollados en 
este trabajo asi como las relaciones de recurrencia resumidas en el Ap6ndice D tarnbidn 
podrian aplicarse a la teoria molecular de la cadena reptante. 
Referencias 
1. BS 903 Parte A ,42 (1983). 
2. F. R. Schwarzl, C. W. van der Wal y H. W. Bree, La Chimica e L'Industria, 54 (1972) 
51. 
3. P. Rouse, J. Chem. Phys. 21 (1953) 1272. 
4. F. Povolo y M. Fontelos, J. Mater. Sci. 22 (1987) 1530. 
5. F. Povolo y M. Fontelos, remitido a J. Mater. Sci. 
6. J. D. Ferry, Viscoelastic Properties of Polymers, John Wiley & Sons, New York 
(1 980). 
7. P. Feltham, Brit. J. Appl. Phys. 6 (1955) 26. 
8. D. J. Plazek, J. Polym. Sci. 20 (1982) 729. 
9. D. L. Plazek y D. J. Plazek, Macromolecules 16 (1983) 1469. 
10. P. R. Saunders, D. M. Stern, S. F. Kurath, C. Sakoonkim y J. D. Ferry, J. Colloid 
Sci. 14 (1959) 222. 
11. D. J. Plazek, E. Riande, H. Markovitz y N. Raghupathi, J. Polym. Sci., Polym. Phys. 
Ed. 17 (1979) 2189. 
12. J. D. Ferry, L. D. Grandine, Jr. y E. R. Fitzgerald, J. Appl. Phys. 24 (1953) 911. 
13. F. Povolo y C. L. Matteo, remitido a Res Mechanica. 
14. A. V. Tobolsky, J. Am. Chem. Soc. 74 (1952) 3786; J. Appl. Phys. 27 (1956) 673. 
15. R. D. Andrews y A. V. Tobolsky, J, Polym. Sci. 6 (1951) 221. 
16. J. D. Ferry, en Die Physik der Hockpolymeren, Vol. IV, editor H. A. Stuart, Springer- 
Verlag , Berlin (1 956). 
17. F. Povolo y C. L. Matteo, I1 Nuovo Cimento, en prensa. 
18. 0. Kramer, R. Greco, R. Neira y J. D. Ferry, J. Polym. Sci., Polym. Phys. Ed. 12 
(1974) 2361. 
19. 0. Kramer, R. Greco y J. D. Ferry, J. Polym. Sci., Polym. Phys. Ed. 13 (1975) 1675. 
20. G. Krauss, K. Rollman, J. Polyrn. Sci. Polym. Phys, Ed. 15 (1977) 385. 
21. M. Doi y S. F. Edwards, J. Colloid Sci. Faraday Trans. 11, 74 (1978) 1789, 1802, 
1818. 
22. W. Graessley, T. Matsuda, J. Roovers y N. Hajichristidis, Macromolecules 9 (1976) 
127. 
23. P. G. de Gepnes, Scaling Concepts in Polymer Physics, Cornell University Press, 
Londres (1 979). 
24. J. Klein, Macromolecules 11 (1978) 852. 
25. M. Doi y S. F. Edwards, J. Colloid. Sci. 75 (1979) 38. 
26. W. Graessley, Adv. Polym. Sci. 16 (1974). 
Capitulo V 
Conclusiones 
A pastir de tres conjuntos de mediciones tipicas de la literatura de polimeros se ha estu- 
diado la superposici6n tiempo-temperatura y la validez de la curva maestra. Se estableci6 
que el PSTT no se verifica rigurosamente, ya que las curvas experimentales medidas a 
diferentes temperaturas no satisfacen las propiedades de una familia de curvas que se rela- 
cionan por una traslaci6n. En particular, se ha demostrado que las derivadas de las curvas 
experimentales medidas a diferentes temperaturaa no pueden superponerse con paso de 
traslacicin alguno. Esto se debe a que 10s mecanismos que rigen el comportamiento me- 
chnico de 10s polimeros son diferentes a cada temperatura. En consecuencia, cualquier 
extrapolaci6n realizada a partir de las curvas individuales debe analizarse con cuidado ya 
que resulta dificil asignar alglin significado fisico a la curva maestra. 
Alin puntualizando las inconsistencias en la construcci6n de una curva maestra, en este 
trabajo se ha desarrollado un procedimiento para reproducir el ajuste artificioso de las 
diferentes curvas individuales. Este procedimiento se basa en el modelo fenomenol6gico 
de un SAE con un tiempo de relajacidn variable. A partir de este procedimiento se 
pudo establecer que la curva maestra representa una especie de promedio de la evoluci6n 
mecbica medida a cada temperatura. En efecto, la variaci6n del tiempo de relajaci6n se 
interpret6 en thrminos de la entalpia que caracteriea a 10s diferentes micromecanismos de 
la red polimbrica y el carkcter mb o menos cooperative del movimjento de 10s segmentos 
de la red. Como conclusi6n de este modelo resulta que el PSTT y la relaci6n WLF &lo 
son verificados por un polimero cuya evoluci6n es producida por un linico mecanismo 
estructural. Sin embargo, son varios 10s procesos que contribuyen a la evoluci6n mechica 
de un polimero amorfo de mod0 que, en un caso general, el PSTT ~ 6 l 0  propordona una 
extrapolaci6n de la respuesta mednica promedio del sistema. Por lo tanto, para estudiar 
el comportamiento viscoelijstico se deben emplear curvas individuales extendidas sobre 
varios 6rdenes de magnitud de la escala de tiempo o frecuencia, que permitan deterrninar 
las correspondientes funciones de distribuci6n. 
En lo que respecta a las funciones de distribucidn, en este trabajo se mostrci que si se 
considera la representaci6n doble-logaritmica, se pueden calcular espectros incompletos o 
distorsionados. Entonces, se propusieron las funciones viscoelbticas normalizadas, como 
alternativa para una mejor aproximaci6n del comportamiento viscoelbtico. Por un lado, 
esta representaci6n enfatiza la8 inconsistensias halladas para el PSTT. Por otra parte, a 
partir de estas funciones normalizadas se calculan espectros que tambib estbn norma- 
lizados, lo cud garantiza la inclusibn de todos 10s procesos de relajaci6n o de retardo, 
descartando la posibilidad de analizar un espectro truncado pues en ese caso la integral 
no seria igual a uno. 
En lo que se refiere a la interconversibn de 10s espectros normalizados, se ha estable- 
cido que 6 t a  depende no s61o de 10s parzimetros estadisticos asociados a la geometria de 
la distribucicin conocida sino tambihn de la intensidad de relajacibn, A. Esta dependencia 
en A se ha ilustrado tanto para funciones de distribuci6n acotadas como no acotadas, 
puntualizindose la discrepancia que existe cuando se consideran valores de A determina- 
dos a partir de una curva maestra. En efecto, considerando un espectro que puede ser 
m L  o menos complejo, para una intensidad de relajaci6n tipica de una curva maestra 
(A S lo3) se obtiene un espectro convertido que es prkticarnente una delta de Dirac, 
independientemente de la distribuci6n de partida. Esta dualidad en la forma de los es- 
pectros que describen a la misma microestructura es otra inconsistencia que desaparece al 
considerar las curvas individuales cuyas intensidades de relajaci6n son hasta dos 6rdenes 
de magnitud menores que el valor de A de la curva maestra. Ademh, las intensidaded 
de relajacidn de las curvas individuales son funci6n de la temperatura y por lo tanto, 10s 
espectros convertidos a partir de cada curva individual tambikn dependen de la ternpera- 
tura. Luego, no satisfacen en PSTT, contradiciendo la suposici6n original que permitia 
construir la curva maestra. 
En sintesis, si bien una seudo-curva maestra puede proporcionar una extrapolaci6n 
-aceptable desde el punto de vista tecnol6gico- para estudiar 10s mecanismos respon- 
sables de la evoluci6n mecinica, se deben tratar individualmente cada una de las curvas 
medidas a las diferentes temperaturas. El anaisis de estas curvas individuales requiere 
mejorar las actuales thcnicas de medici6n no 9610 en lo que se refiere a la precisihn con que 
se determinan los datos sino tambidn en lo que respecta a la extensi6n de las curvas que 
deben abarcar varios 6rdenes de magnitud de las escalas de tiempo o frecuencia. Atin asi, 
no todos 10s segmentos de curva son "6tilesB, sino solamente aquellos que incluyen puntos 
singulares a partir de 10s cuales se puedan calcular 10s valores lirnites de la propiedad 
medida y 10s pariimetros del espectro. Es importante seiialar, sin embargo, que las difi- 
cultades para cumplir estos requerimientos no justifican la utilizaci6n de una herramienta 
como la superposici6n tiempo-temperatura que, tal como se demuestra en este trabajo, 
presenta serias falencias conceptuales. Por el contrario, se debe continuar el estudio de 
propiedades de las funciones viscoeldsticrts corre~~ondientes a diferentes espectros, a fin de 
caracterizar 10s procesos fisicos que definen el comportarniento mecdnico de un material 
viscoel~tico y su dependencia con la ternperatura. 
Director de tesis Tesista 
El modelo de cuatro pargmetros y 
el d i d o  anelGstico element a1 
El modelo fenomenol6gico m b  simple para describir el comportamiento mednico de un 
material viscoel~tico es el modelo de cuatro pardmetros, representado en la Fig. 1.5 (a) 
del capitulo I. Cabe seiialar que en dicha figura el modelo estii asociado con un ensayo 
de torsi6n ya q t~e  10s element,os elhticos se caracterizan por sus m6dulos de corte; si se 
realiza un ensayo de traccidn, es aplicahle el mismo modelo considerando 10s respectivos 
m6dulos de Young El y E2. 
Para determinar la ecuaci6n diferencial que describe la relaci6n a-E del modelo se debe 
tener en cuenta que: 
a dos elementos (resorte o amortiguador) dispuestus en serie estdn sometidos a la 
misma tensi6n mientras que la deformaci6n del sistema es la suma de las deforma- 
ciones de cada elemento. 
dos elementos conectados en paralelo sufren la misma deformacicin y la tensi6n neta 
aplicada es 1a suma de las tensiones ejercidas sobre cada elemento. 
Es decir que a1 aplicar una tensicin a, el modelo experimentark una deformaci6n total 
E tal que 
€ = E l  $ E2 + €3 (A-1) 
siendo, c1 la deformaci6n del amortiguador de viscosida,d qO, c2 la del resorte de m6dulo 
G1 y €3 la del paralelo del resorte de m6dulo G2 y el amortiguador de viscosidad 72. 
Por otra parte, a es la tensi6n ejercida tanto sobre el amortiguador con qo, como sobre 
el resorte de mcidulo G1 y el paralelo. Luego 
Derivando las ecs. A.2 a A.4 respecto del tiempo y reemplazhdolas en la derivada segunda 
de A.l se llega a la siguiente ecuaci6n diferencial que caracteriza a1 modelo de cuatro 
Esta ecuaci6n describe la evoluci6n temporal de la tensi6n y la deformacicin de un material 
viscoel~tico lineal que tiene: una respuesta elbtica instantdnea caracterizada por GI, una 
componente viscoelbtica asociada a G2 y '12 y un estado estacionario en el cual fluye como 
un liquid0 de viscosidad q,. 
Ahora bien, un &lido viscoelbtico con enlaces entrecruzados no tiene posibilidades de 
fluir, es decir que 9, tiende a infinito, en cuyo caso la ec A.5 se reduce a 
que es la ecuaci6n diferencial asociada a1 d i d o  anelbtico elemental (SAE) representado en 
la Fig. L5 (b). Como aplicaci6n de esta ecuaci6n diferencial se consideran las evoluciones 
del SAE ante un ensayo cuasiestdtico y ante un ensayo d i n h i m  donde se impone al 
sistema una tensi6n sinusoidal. 
En efecto, en primer lugar el SAE se somete instantdneamente a partir de t = 0 a una 
deformacibn uniaxial e, constante con lo cud i = 0. Entonces la ec. A.6 se reduce a 
Considerando la condici6n inicial u(t = 0) = esto es, la tensi6n elbtica instanthea, 
la soluci6n de la ec. A.7 resulta 
donde re = q2/(G1 + G2) es el tiempo de relajaci6n del SAE. Como puede deducirse 
fhilrnente a partir de la ec. A.7, el cociente a ( t ) / ~ ,  es independiente de la deformaci6n 
aplicada EO, resultado que caracteriza a un medio lineal. Por lo tanto, la evoluci6n de este 
ensayo cuasiest6tim puede describirse a trav6.s del m6dulo de relajaci6n 
Ademis, definiendo el mcidulo inst ant dneo 
y el modulo de equilibrio 
la ec. A.9 puede expresarse corno 
donde 6G = Gg - G, es la variaci6n del m6dul0, que dividida por G, da la intensidad de 
relajacibn relat iva 
De esta manera, las variables macrosc6picas re, Gg y G, (o re, uno de 10s m6dulos limites 
y A), determinadas a partir de la experiencia de relajaci6n de tensiones, se relacionan 
con 10s parhetros del micromecanismo anelhtico descripto por un SAE. Un resultado 
andogo se obtiene si se considera un ensayo de termofluencia. En este caso la evoluci6n 
del sistema viene dada por la adaptabilidad de termofluencia 
(A. 14) 
donde J, = Gil ,  J, = G;' , 6 J = J, - Jg y r. = q2/G2 es el tiempo de retardo que 
caracteriza a1 SAE (se emplea el subindice a para diferenciarlo del tiempo de relajacibn 
G). 
Ahora bien, si se aplica una tensi6n sinusoidal de corte que, en notaci6n compleja se 
expresa como 
a = a, eiWt (A.15) 
siendo a, la amplitud y w la frecuencia angular, la ecuaci6n diferencial A.6 resulta 
La soluci6n de esta ecuaci6n es de la forma 
es decir, una deformaci6n sinusoidal con la misma frecuencia angular w,  retrasada en 4 
respecto a la tensi6n a y de amplitud e,. Luego, reemplazando la ec. A.17 en A.16 se 
obtiene la adaptabilidad dinhica  




1 + ( ~ 7 6 ) ~  
respectivamente. 
Por su parte, la tangente de p6rdida resulta 
Luego, a partir de la ec. A.6 se puede calcular la evoluci6n en tiempo o en frecuencia 
de todas las propiedades meciinicas del SAE, resumidas en la Tabla A.l ,  para el caso de 
esfuerzos de corte (para ensayos de tracci6n se reemplazan 10s valores G y J por E y D, 
respectivamente). 
Tabla A. 1 : Respuesta del SA E ante las diferentes solicitaciones mecdnicas en corte. 
Interconversi6n de espectros 
A partir del principio de superposici6n de Boltanann [I, piig. 311, se establece que la 
deformaci6n producida en un medio lineal a1 instante t cuando se aplica una tensi6n a(t) 
es: 
t = J t + J -00 ~ ( r )  [idJ@ dr - ' ) I  dT}  
donde (dJ/dr)/J, es la velocidad de tennofluencia. Por su parte, la tensibn necesaria 
para producir una deformaci6n ~ ( t )  tambitin puede expresarse, usando el principio de 
superposicibn como 
siendo -(dG/dr)/G, la velocidad de relajacibn de tensiones en el sistema. Las ecuacio- 
nes B.l y B.2 son expresiones equivalentes del principio de superposici6n y, a partir de 
ellas se puede establecer la relaci6n entre las adaptabilidades y 10s mbdulos. En efecto, 
en el caso particular de una tensibn a = e@, donde p es una constante real no negativa o 
compleja, considerando que 
las ecuaciones B.l y B.2 resultan 
Rgmplazando la ec. B.4 en la ec. 8.5 queda [2] 
siendo 
. .  
la8 transformadas de Laplace de las velocidades de termofluencia y relajacicin de tensiones, 
respectivamente. La ec. B.6 es la relacicin fundamental entre las evoluciones cuasiest&ticas 
de m6dulo y adaptabilidad. Estas evoluciones tarnbikn pueden expresarse mediante las 
funciones de distribuci6n de tiempos de retardo y relajacibn, 3 y F, respectivamente, 
s e d n  
Las funciones 3 y 3 estdn normalizadas, esto es, 
y se relacionan con 10s espectros de retardo seglin 
Luego, las velocidades de evolucicin de 10s ensayos cuasiest6ticos resultan 
Efectuando el cambio de variables s = r-l, la8 ea. B.14 y B.15 quedan 
siendo 
Y 
Luego, calculando las transformadas de Laplace de las ecs. B.16 y B.17 se obtienen 
que son dos ecuaciones cuya forma funcional ea la de una transformaci6n integral de 
Stieltjes [3, pAg. 3381, cuya inversi6n permite expresar a la funci6n @ como 
I 
P(p) = - lim [E(-p - i6 )  - L(-p  + a)] 27ri a+o+ 
Por su parte, de la ec. B.6 
con lo cual la ec. B.22 resulta 
1 limsdo L(-p - i6 )  - limsdo L(-p  + i 6 )  P(P)  = - 27ri [l + limaho &(-p - i d ) ] [ l .  + lim6+o L(-p  + id )]  
Ahora bien, usando la ec. B.20 
lim L( -p  - i 6 )  = lim / p(s)  ( s  - P )  d s  + lim / O D  P ( S )  ds 
6+0+ 6+0+ o ( S  - p)2 + 6+0* 0 ( S  - P ) ~  + d2 
La primera integral se puede evaluar en tCrminos del valor principal de Cauchy cuando 
6 = 0, mientras que la segunda integral se resuelve considerando que 
lim 6 = zr B(s - p )  
6+0+ (S - p)  + 62 
siendo 8 la funci6n delta de Dirac. Luego, el limite del segundo t C i n o  vale iap(p) ,  con 
lo cud  
O0 P ( S )  lim L(-p  F i 6 )  = 1 d s  zk ~ P ( P )  6+0+ - P  
Es decir que, L(-p  + is) y L(-p  - is) son funciones conjugadas cuyos limites suelen 
indicarse mmo L(pe- ' l ) .  Entonces, la ec. B.24 se expresa como 
y usando la ec. B.27, se puede calcular P a partir de p seglin 
AnLlogamente, se puede ver que 
Reemplazando las definiciones de p y p en las ecs. B.29 y B.30 resultan 
Finalrnente, si se consideran las ecs, B.12 y B.13 se obtienen las siguientes fbrmulas de 
interconversi6n de espectros 
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Determinacibn de las funciones de 
dist ribuci6n 
La funci6n de distribucicin de 10s tiempos de relajacicin que caracterizan la evoluci6n 
mechica de un polimero, en general debe determinarse a partir de una ecuacibn integral 
como la siguiente 
00 
V ( x )  = C + D(u) v ( x  - U) du 
-00 
(C.1) 
siendo z = In t o - lno,  V la propiedad viscoelbtica medida, C una constante, D(u) 
el espectro a determinar y v(x - u) la dependencia en tiempo o frecuencia de la propie- 
dad m d n i c a  correspondiente a1 SAE. Para resolver esta ecuacibn se pueden aplicar 10s 
mhtodos analitico, aproximado o indirecto. 
C .  1 M6t odo analit ico 
En primer lugar se consideran las funciones cuasiestiticas G(t)  y J(t), las cuales pueden 
expresarse como transformadas de Laplace de sus respectivos espectros [I]. En efecto, 
siendo s = a t a s  funciones cuasiestiticas pueden expresarse como 
Es decir que 10s espectros de relajaci6n y retardo pueden determinarse como las antitrans- 
formadas de Laplace de las funciones [G(t) - Gg] y [ ~ p  + t / ~  - J(t)], respectivamente. 
Sin embargo, hay funciones cuya antitransformada es muy dificil de calcular y, en 
ese caso resulta conveniente el uso de la transformacicin de Stieltjes. Efectivamente, 
multiplicando ambos miembros de las ecs. C.2 y C.3 por el factor e-tP (p: niunero complejo 
o real no negativo) e integrando sobre t, se obtiene la ecuaci6n de Stieltjes [2] 
donde 
segtin se considere el m6dulo de relajaci6n o la adaptabilidad de termofluencia, respecti- 
varnent e. 
Por otra parte, se puede demostrar fiicilmente que las funciones viscoelkticas d i n h i -  
cas pueden expresarse en tkrminos de la transformacihn de Stieltjes 
0.5 para G' o J' 
1 para G" o J" 
La soluci6n de la ecuaci6n integral de Stieltjes es 
Entonces, para poder calcular una funci6n de distribuci6n a partir de las transformadas de 
Laplace o de Stieltjes es necesario conocer la expresidn analitica de la propiedad mechica 
medida. Para determinar estas funciones resulta particularmente litil el procedimientro 
del linico tiempo de relajaci6n desarrollado en el capitulo 111 de este trabajo. 
C.2 Mdtodos aproximados 
Estos mhtodos consisten en simplificar el integrando de la ec. C.l, reemplazando la funci6n 
v ( x  - u) por expresiones aproximadas. en efecto, el mhtodo de aproximaci6n m b  simple, 
conocido como regla de Alfrey [3] establece una primera aproximaci6n de las funciones 
de distribucibn, considerando la derivada de la propiedad mecinica medida. Por ejemplo, 
para un ensayo de relajacicin de tensiones, considerando x = In t y u = In T, se tiene 
El factor e-e'-u que aparece en el integrando puede ser aproximado a primer orden por 
la funci6n de Heaviside 9(u - x) que vale cero si u - x < 0 y uno, si u - x > 0. De esta 
manera la ec. C.7 resulta \ 
Luego, derivmdo la ecuacib anterior respecto de x ,  se obtiene 
es decir que el espectro de relajacicin a primer orden es directamente la derivada de la 
curva de relajacicin del m6dulo G(x).  
La ec. C.9 no es suficientemente precisa para calcular un espectro, except0 si b t e  
varia muy lentamente en funci6n de T. Entonces, para mejorar el orden de la aproxi- 
macibn, se han desarrollado varios mgtodos entre 10s cuales se puede citar el mCtodo de 
Ferry-Williams [4]. Continuando con el ejemplo de un ensayo de relajaci6n de tensiones, 
mediante este mdtodo resulta 
donde M(m) = l / r (m+l ) ,  m es la pendiente de ue grdfico doble-logaritrnico de H versus 
T y r es la funci6n gamma. 
Tambibn Schwarzl y Staverman [5] desarrollaron un mdtodo de aproximaci6n a segundo 
orden estableciendo que 
rnientras que Tschoegl [6] calculci otra aproximacibn a segundo orden dada por 
Si bien las ecs. C.ll y C. 12 incluyen las derivadas de G(z) evaluadas en t = 27 y t = 714, 
respectivamente, es dificil precisar cuiil es la expresi6n m& adecuada. 
Tschoegl tambiCn desarroll6 un mdtodo de aproximaci6n a 6rdenes superiores que 
requeria calcular las derivadas de tercer orden y aGn las de orden superior de la cum 
experimental cuya determinaci6n es muy poco precisa y, en consecuencia casi no tiene 
aplicacibn. 
Las expresiones de 10s espectros aproximados correspondientes a todas las funciones 
viscoelkticas han sido compendiadas por Ferry [5], Tschoegl [6] y otros autores. Sin 
embargo, como ejemplo de la aplicaci6n de estos mdtodos aproximados a las funciones 
dinzhicas a continuaci6n se indican las expresiones correspondientes a1 espectro de re- 
tardo determinado a segundo orden a partir de la componente real de la adaptabilidad 
seglin se considere la pendiente negativa o positiva de L ( T ) ,  respectivamente. 
Consiste en proponer una funci6n de distribuci6n cuyos pardmetros se determinan ajus- 
tando la curva de la propiedad viscoeldstica medida. Es importante observar que hay 
varias funciones de distribuci6n que, dentro del error experimental, pueden ajustarse a 
la curva medida, aunque sus caracteristica. e interpretaci6n fisica Sean muy diferentes. 
Por ejemplo, una curva de relajaci6n de tensiones podria ser igualmente aproximada por 
un espectro rectangular que por uno lognormal, sin embargo, 10s significados fisicos de 
estas dos distribuciones son muy diferentes. Luego, para distinguir entre dos espectros 
que ajustan de igual manera una curva experimental, se debe considerar cuiil de 10s dos 
aproxima mejor la derivada de esa curva. De esta manera, imponiendo m b  condiciones 
a la funci6n de distribuci6n propuesta, se puede precisar si corresponde a la propiedad 
medida y cudles son 10s parimetros que la caracterizan. 
Las funciones de distribuci6n tambihn pueden determinarse a travCs de las relaciones 
de recurrencia de las difefentes propiedades mednicas que dependen del espectro que se 
considere. En efecto, estas relaciones combinan las funciones viscoelbticas, sus derivadas 
y 10s pariimetros del espectro; en particular, en el Ap6ndice D se detallan las wrrespon- 
dientes a la distribuci6n lognormal. De esta manera, por ejemplo, si se ha determinado la 
curva G' versus logo y Csta resulta simCtrica respecto a su punto de inflexibn, entonces 
el espectro de relajaci6n correspondiente es sim6trico. En particular, podria tratarse de 
una distribuci6n lognormal de mod0 que, en primer lugar se trata de establecer si las 
relaciones de recurrencia de la Tabla D.2 del Ap6ndice D se verifican. Si la respuesta es 
afirmativa entonces estas relaciones de recurrencia tambihn permiten deterrninar el valor 
del pariimetro 8. En caso contrario, se pueden considerar las relaciones de recumencia 
de otras distribuciones. Estas relaciones, 6tiles para precisar las caracteristicas de cier- 
tos espectros, han sido aplicadas no s61o a mediciones diniimicas [7,8] sino tambiCn a 
propiedades cussiestiiticas [9,10]. 
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Relaciones de recurrencia de las 
funciones viscoelht icas 
asociadas a un espectro lognormal 
Si G ( t )  es el m6dulo de relajacicin de tensiones, en general puede expresarse como 
donde ~ ( t )  es la funci6n normalizada de relajacibn de tensiones que vale uno para t = 0 
y -decrece mon6tonamente hasta cero cuando t  -, oo. En particular, para un espectro 
lognormal de pardmetros 7, y P, la funcicin Q resulta 
Aniilogamente, en un ensayo de termohuencia la adaptabiliaad puede expresarse en t6r- 
minos de la adaptabilidad normalizada I I ,  seglin 
J ( t )  = Jg + (Je - J g ) $ ( t )  
siendo $ una funcicin creciente que varia desde cero para t = 0 hasta uno cuando t 4 oo. 
Si el espectro de retardo es lognormal entonces, utilizando la variable y ,  queda 
Luego, de acuerdo a la ec. D.2 
$ ( Y )  = 1 - Q ( Y )  
con lo cual, las relaciones de recurrencia propuestas para y ( y )  pueden extenderse a $(y). 
Definiendo la constante u = P / 2 ,  la Tabla D.l resume las principales relaciones de 
recurrencia correspondientes a la funcicin Q. 
Tabla D.1: Relaciones de recurrencia y valores especiales de las funciones cuasiestziticas 
normalizadas 
En lo que respecta a las funciones dinhicas,  las componentes real e imaginaria del 
m6dulo dindmico de un material caracterizado por un espectro lognormal son 
donde 
son las funciones normalizadas definidas para x = In(wr,). Estas mismas funciones se 
utilizan para describir las componentea real e imaginaria de la adaptabilidad dindmica 
se&n 
J'(4 = Je - (Je - Jg) f i ( 4  (D.lO) 
Entonces las relaciones de recurrencia y 10s valores especiales de las funciones fl  y f2 
pueden aplicarse a 10s ensayos dintimicos realizados a amplitud de tensi6n o de deformaci6n 
constante. 
Tabla D.2: Propiedades matemiticas de las funciones dinrimicas normalizadas correspon- 
dientes a una funcidn de distribucidn iognonnal[2]. 
f l ( 2 ,  B )  
f l ( ~ , P )  = 1 - f1(-x,P) 
f1(x - P2, P)  = 1 - e2"-" fl ( x ,  B )  
f i ( x ,P )  = 1 - e2"+@' f i ( z  +P2,S) 
f l ( x - $ , @ )  = 1 - elx-" + eb f1(x+P2.P) 
fl&, P) = -2 ek+B' f l ( x  + P2, P) - ek+b fl.(x + b, P) 
f lX (x ,  P)  = 2 [fl ( x ,  P )  - 11 - el"+' f i = ( ~  +F ,  P)  
f l z z ( X ,  P) = 2 f1p(x, P ) / P  
f2(x,  P )  
f2(x,P) = f2(-x,P) 
- I' - e2~+b f 2  ( x  + P 2 ,  @) f2(x,P) - 
- e-"+P'/4 - e-2~+P2 f2(X + P 2 ,  P )  f2(x,P) - 
f2x(x, P) = -e-z+a14 + e-2z+$ [2 f2(z - P2,@) - f2=(x - ,P,P)] 
- eZtpfi - [2 f2(x + $,P) + f b ( x  + P2,P)] f2x(x,P) - 
f2zz(x, P )  = 2 fib, P)IP 
f l ( ~ ,  P ) con f2(x,  P )  
f2(x,  P)  = eZ+"l4 f l ( x  + 6 1 2 ,  P )  
f l ( ~ , P )  = e-"+"" f i ( x  - P2/2, 8) 
f tZ(x,  8 )  = -e-x++"14 f2(x - P2/2, P )  + e-z+"14 f k (x  - P2/2, P)  
Valores especiales 
1 f l (0 ,P )  = 5 
f l ( x ,  0 )  = e-"I2 cosh x 
1 ,-P2/2 f l (P2 ,P )  = 5 
f i(3$14, B)  = e+'I2 fl (P2/4, 8 )  
f2(P2/2,8) = f e 4 I 4  
f2(x,0)  = f sechx 
f2(P2/4, P )  = fi (P2/4,  P )  
f i z (P2/4 ,  B)  = -e-"I4 f 2 ( O ,  P )  
f2(3P2/4, P )  = e-P2/2 
f i z (P2/4 ,  P )  + f i (Ba/4,  P )  = - f iX (P2 /4 ,  P )  
f lZ(O, P )  = -&  2 + e"14 fzx(-P2/2, 8 )  
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Apendice E 
La ecuaci6n WLF y la teoria del 
volumen libre 
Cuando se aplica una deformacicin sinusoidal de frecuencia angular w a un material viscoe- 
lbtico lineal, la tensi6n a y la deformacicin E quedan relacionadas por el m6dulo complejo 
G*. Asimismo se puede definir una viscosidad compleja q* tal que 
Es decir que 
con lo cual resulta 
En particular, considerando el espectro de tiempos de relajaci6n H, la parte real de 
la viscoelasticidad dindmica puede expresarse como 
de mod0 que, para w -P 0, se obtiene la viscosidad del flujo estacionario 
donde se puntualiza la dependencia de H con la temperatura. En particular, si 10s espec- 
tros se calculan a partir de dos curvas medidas a las temperaturas T y T, que satisfacen 
la superposici6n tiempo-temperatura, entonces 
siendo 
o bien, en t4rminos de 10s diferenciales 
ya que a~ s6o es funcicin de las temperaturas de las curvas empalmadas. Luego, reem- 
plazando la ec. E.6 en la ec. E.5, y considerando la ec. E.8 se tiene 
Como la integral de la ec. E.9 es la viscosidad medida a T,, aplicando logaritmo a la 
ecuacicin anterior resulta 
Para determinar la dependencia de a= con la temperatura se supone que la viscosidad 
de un polimero diluido puede aproximarse por la de un liquido viscoso en cuyo caso, de 
acuerdo a la ecuacicin semi-empirica de Doolittle [ I ] ,  resulta 
donde A y B son dm constantes, v es el volumen total del fluido y vf es el volumen libre 
disponible en el sistema. Definiendo la fracci6n de volumen libre f = v f  / v ,  la ec E.ll 
puede escribirse como 
lnq = l n A +  B (E.12) 
La interpretacicin de esta ecuacicin, que aproxima con gran exactitud el comportamiento 
de 10s liquidos puros, se basa en la relaci6n de la viscosidad con la movilidad de las 
mol&ulas, y 6 t a  a su vez, con el volumen libre. 
Si se agrega la suposicicin de que, para temperaturas superiores a la de la transicicin 
vitrea T,, la fracci6n de volumen libre crece linealmente con la temperatura, a decir que 
f = f 8  + q ( T  - T,) 
donde f es la fraccicin de volumen libre a T, y as, el weficiente de expansicin tkrmica del 
volumen libre, para T > T,, entonces reemplazando la ec. E.13 en la ec. E.12 resulta 
Evaluando esta expresicin para T y T,, y sustituyendo en la ec. E.10 se obtiene 
cuya forma coincide con la ecuacih WLF si se identifica Cl con B/2.303f8 y CZ con 
f 8 b f  
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Propiedades de las funciones con 
t raslaci6n horizont a1 
z+Az 
X 
Figura F.l: Esquema de dos curvas y = y(x) parametrizadas en z, que se trasladan en 
una direccidn que forma un ringulo 8 con el eje de abscisas. 
La Fig. F.l muestra dos curvas en el plano (x, y) parametrizadas en z, que e s t h  rela- 
cionadas por un paso de traslaci6n con pendiente p. Esto significa que 10s puntos A, B 
se trasladan sobn 10s puntos A', B efectuando 10s incrementos (Ax,Ay) y (Ax'&'), 
respectivamente, de forma tal que [1,2] 
F 
a) se deben superponer puntos de igual derivada, esto es,, 
YX(X, 2) = &(x + Ax, z + Az) 
Y+(x + AX, 2) = yZ(x + Ax + Ax', z + Az) 
donde el subindice x indica la derivada parcial con respecto a la variable z. 
b) La pendiente del paso de traslaci6n debe ser independiente de las variables, es decir, 
c )  Ya que la traslacicin es rigida, el cuadrado de la hipotenusa del tribgulo definido por 
10s incrementos en las variables x e y debe depender solarnente de 10s incrementos 
del parhetro z, esto es, 
donde M es una funcicin de Az. 
De acuerdo a estas propiedades, se ha dernostrado que la forma mhs general de una 
funci6n con traslacibn a lo largo de una direcci6n caracterizada por la pendiente p viene 
dada por [2] 
F(y - px, x - @h(z)) = 0 (F-5) 
donde F es una funci6n implicita que depende de dos argumentos, h(z) es una funcicin 
arbitraria que ~610 depende de z y /3 es la pendiente del paso de traslaci6n en el plano 
En particular, cuando el paso de traslaci6n en el plano (x,y) es paralelo a1 eje de 
abscisas, es decir, cuando p = 0, la ecuaci6n F.5 se reduce a 
Ademb, considerando que la variable x representan el tiempo o la frecuencia, y una dada 
propiedad mecdnica, z la temperatura y, que 10s incrementos en x estdn relacionados a 
aquellos en z por la ecuaci6n WLF, entonces se ha demostrado que [3,4] 
donde p, q y r son constantes que pueden escribirse en tCrminos de 10s coeficientes Cl y 
C2 de la relaci6n WLF segh  
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Anglisis matemiitico de una 
singularidad en la 
interconversicin de espectros 
Sea f una funci6n continua en (a, b) que se anula fuera de ese intervalo, y sea g una 
funci6n continua en 8 que se anula en yo 4 (a, b). Considerando que fuera de (a, b) 
es simple ver que esta expresi6n se anula para todo y 4 (a, b) except0 para y = yo que es 
un punto singular [I, pAg. 651. Para evaluar la singularidad, se integra la ec. G.1 en un 
entorno de yo, denominado U(yo). En efecto, se define U(yo) = {y E 8 / ly - yol < 8 )  
donde 9 > 0. Luego, si 0 < 1, para todo y E U(yo) se verifica que 
donde g1(y0) indica la derivada primera de g evaluada en yo. Entonces, reemplazando g(y) 
s e n  la ec. G.2, la integral de la ec. G.l sobre U(yo) resulta 
I f (Y) dy = lim E d~ 90-6 f 2 ( ~ )  +g2(y) e2 + [g'(yo)(y - go)I2 
Haciendo el cambio de variables t = Jgf(y0) 1 (y - yo)/e, se obtiene 
En cunsecuencia, la singularidad puede expresarse mediante una delta de Dirac cen- 
trada en yo, cuya intensidad sea I = u/lg'(yo)(. Multiplicand0 la ec. G.4 por una constante 
A, se puede generalizar el resultado anterior estableciendo que 
donde ql, - yo) represents a la delta de Dirac centrada en yo. 
1. E. Roubine, Distribution Signals, Eurolles, Paris (1982). 
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